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RESUMEN

El arte visual generado a partir de la matematica ha evolucionado desde la geometria
plana hasta la geometria fractal, abarcando tanto formas regulares como las irregulares
presentes en la naturaleza. El presente trabajo, se centra en la métrica y la dimension de
Hausdorff aplicadas a conjuntos compactos y cerrados, asi como en las aplicaciones
contractivas y los sistemas iterados de funciones en dindmicas topoldgicas complejas. Se
analizan los atractores fractales, destacando los conjuntos de Julia y Mandelbrot, mediante
herramientas de analisis funcional y funciones holomorfas iteradas, generando iméagenes
autosimilares obtenidas por medios computacionales. Los resultados muestran la capacidad de
la matematica para modelar patrones complejos y visualmente atractivos, evidenciando la
conexion entre teoria matematica y disefio fractal.

Palabras clave: fractal, geometria fractal, métrica y dimension de Hausdorff, sistema

iterado de funciones, conjunto de Julia, moda fractal.
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ABSTRACT

The visual art generated from mathematics has evolved from planar geometry to fractal
geometry, encompassing both regular and irregular shapes found in nature. This work focuses
on the Hausdorff metric and dimension applied to compact and closed sets, as well as on
contractive mappings and iterated function systems in complex topological dynamics. Fractal
attractors are analyzed, highlighting the Julia and Mandelbrot sets, using functional analysis
tools and iterated holomorphic functions, generating self-similar images obtained through
computational means. The results demonstrate the ability of mathematics to model complex
and visually appealing patterns, showing the connection between mathematical theory and
fractal design.

Keywords: fractal, fractal geometry, Hausdorff metric and dimension, iterated function

system, Julia set, fractal fashion.



I. INTRODUCCION

Nuestro universo, se rige por leyes precisas y los cientificos como los matematicos se
ocupan de descubrirlas. Durante el siglo XIX hasta el siglo XX, se desarrollaron estructuras
matematicas que fueron consideradas monstruos matematicos, es decir no habia una
comprension correcta de lo irregular y lo fragmentado, asi como de lo regular y lo conexo.

Durante los afios 1977-1982 el matematico Benoit Mandelbrot explico mediante su
teoria fractal dichas estructuras denominadas fractales, inicialmente lo aplicé para comprender
la naturaleza, el matematico decia “yo juego con imagenes no con féormulas”. Ante ello,
decimos que los fractales es la nueva forma de ver y entender las matematicas.

El andlisis minucioso que abarca en comprender el mundo de los fractales nos implica
abordar espacios métricos completos, compacidad, topologia, conexidad, direccionado hacia la
métrica de Hausdorff y la dimension de Hausdorff de un fractal el cual es mayor que su
dimension topoldgica. Benoit Mandelbrot define la dimension fractal relacionado a la
rugosidad de las formas naturales y objetos, siendo un aporte importante en la matematica. Es

probable que el conjunto de Mandelbrot sea el mas impresionante de la matematica moderna.

La iteracién a partir de reglas simples ha permitido la creacién de objetos impensables
Ilamados fractales, entre los cuales destaca las sucesiones no normales que son originadas por
el sistema iterado de funciones polinémicas holomorfas en el plano complejo como son los
conjuntos de Julia'y de Mandelbrot, desarrollados en los sistemas dinamicos generando objetos
similares entre las partes y el todo.

Las computadoras permiten obtener estas imagenes por medio de su inmensa capacidad
de iteracion rapida con la ayuda de algoritmos, cuyo resultado se distingue por sus formas

variadas llenas de color y de movimientos presentados en forma repetitiva y armoniosa.



1.1. Descripcion y formulacion del problema
1.1.1. Descripcion del problema

La geometria fractal resalta el caracter artistico de la matematica, una rama que ain no
ha sido plenamente desarrollada en nuestro pais. Su aplicacion en diversas areas de la ciencia
contribuye al avance del conocimiento y la tecnologia, elementos fundamentales en el
desarrollo cientifico y tecnoldgico de una nacion.

Parte importante de este desarrollo se encuentra en el estudio de los fractales,
estructuras matematicas cuyas formas autosimilares y variadas permiten aportar al disefio de
moda mediante la creacion de telas basadas en modelos generados con software matematico.
Estos programas ejecutan simulaciones que producen imagenes visualmente atractivas,
facilitando la labor creativa del disefiador textil.

En el contexto peruano, la fabricacion de telas con disefios fractales ain no se aborda
con la misma profundidad ni con el nivel tecnolédgico alcanzado en paises como los Estados
Unidos o los europeos.

Por ello, se plantea la necesidad de promover el uso de la matematica computacional
como medio para desarrollar software capaz de generar fractales aplicables al disefio textil.
Esta iniciativa permitiria fortalecer la relacion entre ciencia y arte, impulsando la creatividad,
la innovacidn tecnoldgica y la formacion de disefiadores y matematicos capaces de contribuir
al avance de la industria textil mediante la creacion de una “moda fractal”.

1.1.2. Formulacion del problema
Por lo expuesto anteriormente se define el problema de investigacion.
¢ Como puede aplicarse la teoria matematica de los fractales, reconocidos por la belleza de sus

formas, en la elaboracion de disefios para la industria de la moda textil?



1.2. Antecedentes

La geometria fractal, desde su formalizacion por Benoit Mandelbrot en los afios
setenta, ha revolucionado la forma de comprender las estructuras irregulares y autosimilares
presentes tanto en la naturaleza como en el arte. Esta teoria ha trascendido el campo
puramente matematico, convirtiéndose en una herramienta interdisciplinaria aplicada en la
informatica, la biologia, la arquitectura y el disefio grafico.

En el &mbito textil, la incorporacion de modelos fractales permite generar patrones
visuales de gran complejidad y belleza mediante la simulacién computacional. Sin embargo,
en el contexto nacional, atn son escasos los estudios que vinculan el lenguaje matematico de
los fractales con su aplicacion préactica en el disefio de modas, lo que plantea la necesidad de
explorar esta relacion entre la matematica aplicada y la creatividad artistica.

Diversos autores abordaron el estudio de los fractales desde distintos puntos de vista:

Grijalva (2013) en su investigacion, estudia la métrica de Hausdorff sobre el espacio de
los subconjuntos no vacios, acotados y cerrados de un espacio métrico X, el cual lo realiza de
forma detallada. Para ello, define conceptos basicos de espacios métricos, convergencia en
espacios métricos, funciones entre espacios métricos y continuos, para luego construir la
métrica de Hausdorff destacando sus propiedades y la convergencia en dicha métrica. Ademas,
desarroll6 algunas propiedades topoldgicas tales como: acotacion, compacidad, completitud y
conexidad en conjuntos acotados y cerrados. Adicionalmente, se presenta una prueba del
teorema del punto fijo y la aplicacion de los sistemas iterados de funciones y la métrica de
Hausdorff en geometria fractal, permitiendo de esta forma construir fractales que tengan la
propiedad de autosimilitud mediante funciones de contraccion.

Garcia (2018) en su tesis, analiza la dimension de Hausdorff la cual es una herramienta
potente que permite el estudio de objetos geométricos y fractales, motivado por el matematico

Benoit Mandelbrot quien postulo la necesidad de una nueva idea de dimension fractal, para lo



cual en dicho estudio, se expuso la medida y la dimension de Hausdorff con sus propiedades,
también definiod el conjunto de Mandelbrot y sus caracteristicas mediante este estudio se logra
calcular la dimension de Hausdorff en fractales, estos resultados obtenidos son los mismos
obtenidos por la dimension fractal definida por Mandelbrot.

Quintana (2022) presenta en su estudio, un analisis analitico y geométrico del conjunto
de Julia y sus propiedades. Desarrollo una introduccion al plano complejo, su topologia,
funciones y sucesiones de funciones en variable compleja y sus propiedades. Ademas, expuso
una introduccién a la dinamica sobre polinomios en variable compleja y el conjunto de
Mandelbrot, el cual origino la idea del conjunto de Julia, demostrando que las sucesiones que
se obtienen al componer recursivamente una aplicacion polinomial, donde los puntos en los
cuales esta sucesion no es normal, pertenecen al conjunto de Julia de este polinomio, logrando
establecer que coincide con el conjunto clausura de los puntos periddicos repulsores de dicha
aplicacion.

Adame (2005) explica los sistemas de funciones iteradas y los fractales, con ese fin
estudia las transformaciones matriciales en el plano, transformaciones lineales y afines,
analizando herramientas de tipo topoldgico y secuencial, definiendo el fractal como cualquier
subconjunto compacto no vacio de R™ y el espacio de los fractales de R™como el conjunto
HR") ={K:K c R", K +# @ y K es compacto}. Luego, por medio de la métrica de
Hausdorff desarrollo la distancia entre elementos de H (R™), verificando que el espacio de los
fractales (7 (R™), dy) es completo y ademas que el sistema iterado de funciones en R™ es una
familia finita de aplicaciones contractivas, demostrando la existencia de un Gnico fractal como
atractor.

Molero (2011) realizo el estudio de los conjuntos de Julia y Mandelbrot, las cuencas de
atraccion, los sistemas de funciones iteradas y sus aplicaciones. Ademas, se enfocé en el

desarrollo detallado de los métodos numéricos en el plano complejo, asi como de sus posibles



aplicaciones y por medio de algoritmos generaron fractales que combina movimientos, los
programas se elaboraron en el lenguaje de programacion Matlab. Finalmente, establecio una
interfaz grafica que facilite al usuario la ejecucion de los programas para mostrar los resultados
gréficos.
1.3. Objetivos
1.3.1. Objetivo General
Analizar la geometria fractal y su simulacion computacional mediante un lenguaje de
programacion, con el fin de generar imagenes aplicables al disefio textil y de modas.
1.3.2. Objetivos Especificos
1) Desarrollar las transformaciones lineales, afines y matriciales, analizando sus efectos
geométricos en el plano.
2) Explicar la métrica y la dimension de Hausdorff como fundamento para la
determinacion de la dimension fractal.
3) Analizar las aplicaciones contractivas sobre compactos en el marco de los sistemas de
funciones iteradas.
4) Describir la dinamica de un polinomio en variable compleja, particularmente los
conjuntos de Juliay Mandelbrot, y aplicar su simulacién mediante software matematico
para la generacion de fractales, cuyas imagenes seran exportadas a programas de disefio

grafico y empleadas en el disefio textil.

1.4 Justificacion

La presente investigacion tiene su origen en el estudio de los fractales, descubiertos y
denominados por Benoit Mandelbrot, cuyas formas surgen a partir de procesos matematicos
complejos que pueden ser representados Unicamente mediante el uso de computadoras. Estas
estructuras fractales encuentran aplicacion en diversas areas de la ciencia y la tecnologia debido

a su capacidad para describir fendmenos irregulares y cadticos presentes en la naturaleza.



En el ambito del disefio, los fractales constituyen una manifestacion del arte
matematico, cuyas imagenes, generadas mediante software especializado, ofrecen una fuente
inagotable de patrones visuales, impredecibles y estéticamente atractivos. Esta caracteristica
los convierte en una herramienta valiosa para el disefio textil, donde pueden emplearse para la
creacion de telas y prendas innovadoras.

En la actualidad, la moda fractal se ha incorporado en la industria textil de paises como
Estados Unidos, Colombia y diversas regiones de Europa, mostrando el potencial creativo y
tecnoldgico de esta fusion entre matematicas y disefio. Por ello, resulta importante promover
el acceso y uso de programas computacionales de disefio textil en los mercados nacionales,
permitiendo asi impulsar la creatividad, la innovacion y el desarrollo tecnolégico de la industria
textil local.

Los resultados de esta investigacion permitiran integrar la matematica aplicada, la
simulacion numérica y la teoria de la geometria fractal en los procesos de innovacion textil.
Asimismo, el estudio propone un enfoque interdisciplinario entre la matematica y el disefio,
utilizando herramientas computacionales para generar nuevas propuestas graficas que

fortalezcan la relacion entre la ciencia, la tecnologia y el arte.



Il. MARCO TEORICO

El anélisis matematico aplicado en la investigacion esta orientado en la construccion de
fractales, tanto en los planos complejo y cartesiano. Ademas, se analiza la métrica empleada
en los fractales y la dimension fractal. También, se desarrolla una introduccién a los sistemas
dinamico que permiten estudiar los conjuntos de Julia y Mandelbrot. Por ello, se proponen los
siguientes conceptos.

2.1. Espacios Vectoriales

En la presente seccion, se exponen algunos conceptos clave del algebra lineal,
relacionados a los espacios vectoriales, geometria vectorial y sus principales propiedades que
seran empleados a lo largo de la presentacion.

Definicion 2.1. Sea un conjunto A # @, se define una composicion interna “ = * u operacion
binaria a una aplicacion *: AxXA - A
(a,b) » a*xb=c
Donde ¢ € A es Unico. Se denotara por (A,*) (L&zaro, 2017).
Definicion 2.2. Dado un conjunto G # @ y una operacion binaria o: G X G — G , diremos que
(G, °) es un grupo si y solo si se cumplen:
a) Asociatividad: x,y,Zz€ G 5 xo(yoz) =(xoy)oz
b) Elemento neutro: 3e € Gtalquegee=eog=g VgEG
¢) Elemento inverso o simétrico: Vg€ G, 3g 1 €G talque gog l=glog=ce

Ademas, si "o " satisface la propiedad conmutativa, es decir dados:

9,9 €Gtalque go g' = g' o g sedice que (G,°) es un grupo abeliano (Herstein, 1979).
Definicion 2.3. Consideremos K # @ un conjunto, +: KX K—->K y -: KX K - K, dos
leyes de composicion interna definidas en IK, entonces se define un cuerpo como la terna

(K, +,-) si se satisfacen las siguientes propiedades:



a) (I, +) es un grupo abeliano, teniendo como elemento neutro a 0 (cero) y su elemento
simetricode a € K es -a.
b) Si (KK,-), entonces debe cumplir:
i) Asociativa: a-(b-c) =(a-b)-c
ii) Conmutativa:a-b =b-a
iii) Existe 1 € K tal que 1-a = a, paratodo a € K — {0}.
iv) Paratodoa e K—{0},3! a e K— {0} talque a-a ' =1, a !eslainversade a.
v) Distributividad: a-(b+c)=a*b+a-c Vab,ceK
Los elementos del cuerpo son llamados escalares (L&zaro, 2017).

Ejemplo: Tenemos a los numeros: (R*, +,-), (Q*,+,"), (C*,+,)) siendo R* = R — {0}.

Definicion 2.4. Consideremos un conjunto V # @, y dos operaciones binarias +y -, dadas por
+ VXV —>Vy - -: KxV —V, donde K es el cuerpo de escalares, que satisfacen las
siguientes propiedades:

a) Suma: Yu,v €V /u+ v eV (leydecomposicion interna).

b) Producto porunescalar: Vu €V, Va € K — au €V (ley de composicion externa).
Una estructura algebraica (V; +; IK; -) sera denominada espacio vectorial si se cumplen:

i) Conmutatividad: u+v=v+ u VUuveV

eV

=

ii) Asociatividad: u+ (v+w)=@+v)+w Vu,rp,

\'

<
m

iii) Elementocero:3! 0eV/ v+ 0=0+v =7 Y
iv) Elemento opuesto: V7 €V, 3! -7 / 7+ (—0) = (—9) + 7 =0

Es decir (V,+ ) es un grupo abeliano.

v) Asociatividad en el producto: a(Bu) = (af)u Va, BEK, VUEV
vi) Elementoneutro: 1-v=v VveV, 1eK

vii) Distributividad: a(u+ 7)) =aui+av Va€e€K, Vi, 7€V

(a+Pu=au+pu VapeK, VueV (Lazaro, 2017).



Ejemplos.
e Vectores que son n-uplas de numeros reales: (R™; +; R; -) -» R™es un espacio vectorial
real.
e Las matrices de n X m con coeficientes reales: (R™™; +; R; -) -» R™ ™ es un espacio
vectorial real.
e El conjunto de polinomios en una variable de grado menor o igual a n con coeficientes
reales: (B,; +; R; -) —» B, es un espacio vectorial real.
Definicion 2.5. Sea (V; +; IK;+) un espacio vectorial y el conjunto A = {v,, v,, v3, ..., v} € V,
decimos que v € V es combinacién lineal de A si existen a4, ay, as, ..., @, € K tal que:
V=V + ayv, + azvs + o+ apv, = 2, ; v; (Espinoza, 2006).
Ejemplo: El espacio vectorial (R?*?; +; R ; ) y las matrices:

el Y Al a3

Encontrar la combinacion lineal de A,, A,, A3, A, para obtener la matriz A = [é ?]

Entonces A = ?Al + 44, + §A3 + 54,.

Definicion 2.6. Consideremos un espacio vectorial (V; +; KK; -) y un subconjunto finito A no
vacio de V, se define el subespacio generado por A como el conjunto de las combinaciones
lineales finitas de A (Espinoza, 2006).

Se denotard por S = gen(4) = {3, a;v;/a; €K, v; € A}

Ejemplo.
Dado el conjunto A = { _11 (2)] ; [i _31] ; [(3) :ﬂ ; [_14 é]} c R?*2, Hallar el gen(A)
Solucién:
Sea A ={Ay, Ay, A3, A} > Ay = [_11 (z)]iAz = [i _31]}143 = [g :1]:144 = _14 é

S = gen(A) = {alAl + azAz + a3A3 + a4A4/ai € R}
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Y como gen(4) c R?*2 - [;C a}/] € gen(A). Luego:
x Y1 _ 1 0 2 -1 0 -1 1 1
[z w _“1[_1 2]+“2[1 3]+“3[3 —1]+a4[—4 3]
xX=a;+ 20, +a, 1 2 0 1 x
. y=—0;— a3+ a, forma matricial | () -1 -1 1 y
— oee
Donde: zZ=—a;+a,+3az; —4a, -1 1 3 —4 z T
w =2a; +3a, —az +3a, 2 3 -1 3 w
1 2 0 1 X
0 -1 -1 1 : y _ (> Yy a2 X +3y+z=0A
0 0 0 0 : z+x+3y —>S—gen(A)—{[Z W]E]R /—2x—y+w=0}
0 O 0 O w—2x—y

Definicion 2.7. Llamemos A = {v,, v,, ..., v, } un subconjunto del espacio vectorial V sobre el
cuerpo K. Diremos que A es linealmente dependiente si existen cy, ¢, ...., ¢, € K no todos
nulos tales que:

c1V1 + Ut v, =0 (2.1)
Observacion. 4 es linealmente independiente & Y™, cv; =0 - ¢;=0 Vi=12,..,n.
Es decir, la Gnica solucion de la ecuacion (2.1) es ¢; = ¢, = - = ¢, = 0 (Espinoza, 2006).

Ejemplo: Determinar si el conjunto es linealmente dependiente o independiente.

a={; OB Bl Glewe

Solucién: Supongamos que 3 ¢4, c,, ¢; € R tal que

als olrell el 2=l o

Entonces
2 -1 1 ¢ 0 2 -1 1 0] (1 0 1 0
-1 3 2 _ 10 -1 3 2 0 0 1 1 0
G2 = - "
3 -4 -1 cs 0 3 -4 -1 0 0 0 O 0
0 2 2 0 0 2 2 0] 0 0 O 0
_ - _ €1 —C3 [C1 [—1
Luego{cl_l-l__c3 :(())—> CC1 _ _ch - [cZ] = [—Cg - 62] =c3|-1
2T 6= 2 3 C3 C3 | C3 | 1

El sistema tiene infinitas soluciones e implica que A c R?*2 es linealmente dependiente.
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Observacion. Un espacio vectorial tiene una infinidad de bases y todas las bases de un espacio
vectorial tienen el mismo nimero de vectores.
Definicion 2.8. Sea VV un espacio vectorial sobre los reales. Se define una base de VV a un
subconjunto B = {v,, v,, ..., vy} € V, que satisface las siguientes condiciones:
a) B es generador del espacio vectorial V, es decir gen(B) = V.
b) B es un conjunto de vectores linealmente independiente (Espinoza, 2006).
Ejemplo: Comprobar si el conjunto E = {(1,2,1); (3,7,5); (2,6,7)} es base de R3
Solucion:
i) Si es linealmente independiente.
¢4 +3c; +2¢3=0

01(1,2,1) + C2(3,7,5) + C3(2,6,7) = (0,0,0) i {26‘1 + 7C2 + 6C3 =0
C1+5C2+7C3 =0

1 3 2 : 0 1 3 2 0] c1t+3c;+2c3=0
Formamatricial: [2 7 6 : 0[—--—>|0 1 2 i 0|> «c;+2c3=0
1 5 7 0 0 01 : 0 ;=0
Dedonde: ¢c; =¢c, =c3 =0
ii) gen(E) = V; en efecto, su (x,v,z) € R3
c1+3c, +2¢c3=x

Cl(llzll) + CZ (31715) + C3(2;6;7) = (xl }’; Z) - {zcl + 7C2 + 6C3 = y
C1+5C2+7C3=Z

1 3 2 : x 1 3 2 : X c1+3c, +2¢c3=x
Luego: [2 7 6 y] = o [O 1 2 : y—2x |- ct2c3=y—2x
1 5 7 ¢ z 0 01 ¢ 3x—2y+z c3=3x—2y+z

Entonces: ¢, = —8x+5y—2z;¢;, =19x — 11y +4z;c; =3x -2y + z

gen(E) ={(x,y,2) e R3/c; = 19x — 11y + 4z;¢c, = —8x + 5y — 2z ;¢53 = 3x — 2y + z}
Por lo tanto, el conjunto de vectores forma una base en R3.

Definicion 2.9. La dimension de un espacio vectorial V' es el cardinal de cualesquiera de sus
bases. Diremos que V es de dimension finita si la base es finita, en caso contrario si el nUmero

de elementos de la base es infinito el espacio es de dimension infinita.
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Observacion.

i) dimgV = n / n: nUmero de elementos, si dimgV < «.Si BeshasedeV y #B =n
Entonces dimygV = n.

i) El espacio trivial {0} no tiene base entonces su dimension es cero: dim({0}) = 0

iii) En general: dimg(R™) =n, en las matrices es: dimg(R™)=n-m y en los

polinomios: dimg(P,) = n + 1 (Espinoza 2006).

Definicion 2.10. El espacio afin es una terna (E, V, ), donde E es un conjunto no vacio, cuyos

elementos se llaman puntos, que estan asociado a un espacio vectorial V' llamados vectores

libres o vectores y la aplicacion o ley de composicion externa de V en E, , dado por:

Y:V X E - E es decir, a cada par (¥,P) € VX E,3'Q € E/Q =¥ + P, que satisface las

siguientes condiciones:

@) 0+P=P ; PQ=0-P=0Q ; PQ=—QP, paratodoP,Q € E

b) v+ (U+P)=@+1u)+P,paratodov,u €V, PEE

c)VP,Q€EEAVEV U+ P=Q.

d) VP,Q,R €E - PR +RQ = PQ (Relacion de Chales).

Dados los puntos P, Q del espacio afin E: $=PQ , se define el producto escalar A € K

Entonces 13 = APQ.
La dimension del espacio afin como dimE = dimV (Pérez, 2007).
Ejemplos.
e (R™ R™ ) esun espacio afin de dimension n
Si V es un espacio vectorial euclideo, entonces se define un producto escalar y E es llamado

un espacio afin euclideo y la distancia entre los puntos P y Q esta definida por:

d(p, Q) = [|PQ]
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e El conjunto de puntos R™ es un espacio afin sobre el espacio vectorial (R™, +,")
mediante la aplicacion:
P: (R", +,) x R® - R"
(1, V2, o, V), (D1, P2, s Pn) = (D1 + V1,02 + Vo oo, P + V)

La distancia entre los puntos: P = (py, 02, - P) Y Q = (91,92, .-, qn) , Viene dado por:

d(P,Q) = (a1 = P1)? + (G2 = P2)? + = + (qn — Pn)?

2.2. Transformaciones Lineales

En esta seccidn, se expone las definiciones y ejemplos de transformaciones lineales,
transformaciones matriciales y sus efectos geométricos en el plano, también tenemos la matriz
de una transformacién lineal y las transformaciones afines, estas transformaciones son Utiles
para el movimiento y la forma que tendran los fractales.
Definicion 2.11. Sean dos espacios vectoriales V' 'y W sobre K. Decimos que la aplicacién
T:V — W, es una transformacion lineal si se cumplen:
DVv,v, €V: T(vy +v,) =Ty +T(vy)
ii)Vce K,VveV: T(cv) = c T(v) (Adame, 2005).
Las transformaciones lineales ejercen un protagonismo notable en las matematicas aplicadas y
geometria computacional, siendo utilizadas en la elaboracidon de imagenes, animacion digital,
efectos visuales obtenidas por medio del computador, también son empleadas en diversas areas
de la ciencia como son la medicina, la fisica, etc. (Adame, 2005).
Ejemplo: Verificar que la transformacién T: R™ — R™ definidaporT(v) = A-v con A € R™
una matriz fijay v € R™ vector columna, es lineal.
DT, +vy) =4 (v, +vy) =Av, + Av, = T(vy) + T(v,).
i)T(c-v)=A-(ccv)=c-(A-v)=c-Tw), c€e K

En consecuencia, T es lineal.
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Definicion 2.12. La transformacion matricial T: R™ - R™, asociada a una matriz A que sera
post-multiplicada por un vector x € R™, en que el resultado del producto es un vector
Tx € R™, es la aplicacion definida por T (x)= A(x) / x € R™ (Adame, 2005).

Ejemplo: Si T: R® - R*, esta definida por:

2 -1 7 2x—y+7z
X X 3
_13 0 9 _ 3x +9z _
T(ly ) =4 5 2 ly = |ax + 5y + 22 , Hallar: T(FD

z 1 6 0 Z13x1 x+6 9

4x3 y 4x1

Aplicando el vector (3,6,9) en T obtenemos:

23)—-6+709) 63

ABNZ| 3®+9@ | e

9 ~14(3) +5(6) +2(9) 160

(3) +6(6) apr B3Max

Teorema 2.13. Toda transformacion matricial 7: R™ — R™, cumple dos condiciones:
T(u) = A(u), Vu€ER"
DTu+v)=Tw) +Tw), Vu,ve€ER™
ii) T(cu) = cT(u), Yu € R"™y cunescalar arbitrario (Adame, 2005).
Definicion 2.14. Los efectos geométricos de transformaciones matriciales definidas en el
plano, son aplicaciones gque transforman una figura en otra, variando la forma, tamafio o una
determinada accion geométrica con respecto a la figura inicial.
Dichas aplicaciones son las siguientes:

a) Reflexiones. En este caso mencionaremos cuatro situaciones distintas.

. . .. X X
i) Reflexion respecto al eje X. Sea R,: R? — R?, definida por: R, (y) = (—y)

Evaluando los elementos de la base canénica en R?: R, ((1)) = ((1)) ; Ry (2) = (_01)

1

La representacion matricial es: Ag = ( 0

0 .
B 1) (Speziale 2010).



Figura 1.

Representacion gréafica reflexiva del eje x con respecto al origen.

(x.y)

(%.-¥)

Ejemplo: Hallar los puntos de R, del rombo ADBD', si A = (0,8); D = (2.19,4.8);
B = (0,1.6); D’ = (—2.19,4.8)

Solucion.

Ry, - Ry (g) - (_08) = A" Ry, > Ry (24.189) _ (E.i%) — D,

Ryp = Ry (1(.)6) = (—(1).6) = B’ Ry = Ry (_Z.ég) = (_—24.189) =D".

Figura 2.

El rombo ADBD' transformado por la reflexion del eje x origina el rombo A'D'1B'D"

e Y
(21048 iy

- : Te 21848)

B X

PR
= T 19,4
(21948 g . ~—e 24943

R

ii) Reflexion respecto al eje Y. Sea R,: R* - R?, definida por: R, (;) = (_yx)

Segn los elementos de la base canénica en R?: R,, ((1)) = (_01) i Ry ((1)) = ((1))

Entonces la representacion matricial es: Ap, = (_01 (1)) (Speziale, 2010).
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Figura 3.

La reflexion del eje Y con respecto al origen.

%41 / [

Ejemplo: Calculando la transformacion de cada vértice del $A,D,D’,B,: A; = (—4.38,3.2);

D1 = (_2.19,0); Dlz = (_6.56,0);B1 = (_4‘-38, _3-2)

Solucién.

R, - R, (—;Ljs) _ (45;?’328) = ERy, - Ry (T219) = (219) =

Ry,. = R, (—_45;.328) _ (igg) = G;R,,, - R, (—6.56) _ (6.56) —H

Figura 4.

La transformacion del rombo A1D1D'2B1 con respecto al eje Y es el rombo A'D'1B'D"

.-'. -
(BBE0) o T 0 f2480) RIH ;T e T T
—: o - - - o o

L 1 5 o Cl S § 1 : i

.-.-:.-1 k- e 8

4.38.3.3)

'-.D. ol e .D.-"
(43832 T (438,32)

., . .. X —X
iii) Reflexion respecto al origen. Sea R, o R, = Ro: R* = R?, definida por: Ry (y) = (—y)

cuya representacion matricial: R, o R, = [(1) _01] [_01 g = [_01 _01] =Ry

(Speziale, 2010).

Ejemplo: La transformacion de cada vértice de la figura .= ABCDEF: A = (—8.98, —1.98);
B = (—6.38,—1.98); C = (—6.38,—5.48); D = (—1.88,—5.48); E = (—1.88,—7.48);

F = (—8.98,—7.47).
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Solucion.
Roa = Ro (7 op) = (ion) = 638 = Ro(Z750) = (T35) =¥
Roc = Ro (25 30) = (S45) =11Fon = Ro (C5ag) = (5ag) =
Rox = Ro (C74g) = (74) = K Ror = 8o (5737) = (747) =1
Figura 5.

Transformacion de reflexion con respecto al origen de la figura ABCDEF a GHIJKL

. s .. X
iv) Reflexion respecto a la recta y=x. Sea Ry_: R* = R?, definida por: Ry (y) = CC} )

Segn los elementos de la base canénica en R?: Ry (é) = (2) s Ry—x (2) = ((1))

0 1

. o) (Pérez, 2007).

Representacion matricial: Ap,_, = (
Ejemplo: Evaluando la Ry_y del poligono ABCDE: A = (—5.49,19.95); B = (—19.96,19.95)
C = (—19.96,5.48); D = (—16.96,5.48); E = (—5.49,16.96)

Solucion.

_5_49) _ (19.95 —19.96) _ ( 19.95 ) -y

Ry=xy = Ry=x (19.95 —5.49) = A Ry=x = Ry=x( 19.95 ~19.96

y=Xxa

e o (230 = (588 oty (1529) (322

Ryese = B (1g6) = ((5.40) = ¥
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Figura 6.

El poligono ABCDE transformado por la reflexion y=x obtenemos el poligono A'B'C'D'E’

[-19.96,19.9%) (&.49,18.95)

(540 16.96) &

(18.95,5.48] B [-16.96548)

(16.96,5.48) (1995, 5.4

5,48, -19.96) [1995..10.98)

En el Imperio Incaico, en su arte textil se elaboraron los Tocapus, los cuales consisten
en conjuntos de cuadrados cuyo interior tienen una variedad de disefios o formas geométricas
y fueron una guia para la construccidon de figuras representadas anteriormente, y empleando las
transformaciones matriciales de reflexion.

Figura 7.

Tocapu Incaico un conjunto de transformaciones matriciales

Nota. La union de los ejemplos realizados y la distribucion de ellos forman la figura presentada
a continuacion, el cual lo ubicamos en el tejido inca conocido como Tocapus. Fuente:
Wikipedia (2024).

b) Compresidn. La transformacion es aplicada en el eje X y en el eje Y.

i) Compresion o contraccion en el eje X.

Sea C,: R? — R? definida por: C, (;) = (l;x)o <k<1
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Evaluando los elementos de la base candnica en R?:

Cy ((1)) = (l(;) ; Cy ((1)) = ((D - Ac, = (l(; 2) es su representacion matricial

(Adame, 2005).
Ejemplo: Hallar la C,., si k =1/2 de cada vértice de la estrella: B = (4,0); B’ = (1.24,3.8);
B" = (—3.24,2.35); B'"" = (—3.24,—2.35); C = (1.24,—-3.8).

Solucion.

oo = G (g) = (o) = Wi - (55 = (5g) =

G = G (G35) = (3 ) = G = & (5335) = (Ca35) = R
Cyp = Cx (i;@ = (2'3?_?3) =P
Figura 8.

En la estrella BB'B"B"'C se aplica la contraccion en el eje X con k=1/2 transformando

la estrella en NLIRP

ii) Compresion referente al eje Y.

Sea C,: R* — R? definida por: C, (;) = (kxy) ,0 < k <1 “Ver Anexo A” (Adame 2005).

c) Expansién. En la transformacion de expansion se toma por referencia a los ejes X e Y.

i) Expansion en el eje X. Sea E,.: R?> —» R? definida por: E, (;) = (k;)k > 1

(Adame 2005).
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Ejemplo: Determinar la E,., con k =2 en cada vértice de la estrella:B = (4,0); B’ = (1.24,3.8);

B"" = (—3.24,—2.35); C = (1.24,-3.8); B" = (—3.24,2.35). Resolviendo tenemos:

Boy = B (3) = (§) = Gi B ~ B (55) = ) = H
Bup = B (T3 50) = (C558) = Jix ~ B (128) = (355) = F

S (B = (588 2

¢ 2.35 2.35

XBrr
Figura 9.

Expansion de la estrella en el eje X, con k=2 y la comparacién con su compresion si k=1/2

i) Expansion referente al eje Y. Sea E,: R* — R? definida por: E, (;) = (kxy),k > 1

Evaluando los elementos de la base candnica en R?:

E, ((1)) = ((1)) ; Ey ((1)) = (2) - Ag, = ((1) 2) Es su representacion matricial

(Adame, 2005).

Ejemplo: Hallar la E,, si k =1,5 en cada vértice de la estrella: B’ = (4.33,2.5); B"" = (0,5);
C' = (—4.33,2.5); C"" = (—4.33,—-2.5); D' = (0,—5); D" = (4.33,—2.5); N = (1.25,0);
M = (0.63,1.08); L = (—0.63,1.08); K = (—1.25,0); P = (—0.63,—1.08).

Solucién.

E,,:E,(4.33,2.5) = (4.33,3.75) = Q; E,,... E,(0,5) = (0,7.5) = S

Ey :E,(—4332.5) = (—4.33,3.75) = T; E, .. E,,(—4.33,-2.5) = (—4.33,—-3.75) = U
E, :E,(0,-5) = (0,=7.5) = V;E,_.:E,(4.33,—-2.5) = (4.33,-3.75) = R

E,,:E,(1.25,0) = (1.25,0) ; E,,: E, (0.63,1.08) = (0.63,1.62) = Z



E,, :E,(—0.63,1.08) = (—0.63,1.62) = W; E,,: E, (—1.25,0) = (—1.25,0)
E,,:E,(—0.63,—1.08) = (—0.63,-1.62) = 4,

E,,:E,(0.63,—1.08) = (0.63,—1.62) = B,

Figura 10.

Expansion de la estrella de 6 puntas en el eje Y.
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Figura 11.

Expansién y compresion de la estrella de 6 puntas en el eje Y.

{4333 76y

o )
[4333.78) A5 .22
[43328) [053,152) 063,182}
A — )

i —h——_h% JTECTE
(4.250) :

3.4 / o F] 3 4 ]
- — 4331.75)
ity e S VR — —
i 2.7 =
:
(-4.33,-3.T5)

10,-75)

d) Homotecias. Son transformaciones donde se conserva el angulo de la figura aun cuando la

imagen se acorta 0 aumenta de tamafio, para lograr este cambio semejante se emplea la razén

de homotecia que se obtiene desde el centro de homotecia (O) hasta el vértice de la figura entre

la imagen inicial y la imagen homotética.
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kx

Sea H: R* —» R? definida por: H (x) = (ky

X , .
y ) =k (y); k: raz6n de homotecia

Evaluando los elementos de la base canonica en R?

H ((1)) = (l(;) ; H ((1)) = (2) - Ay = (g 2) Es su representacion matricial (Pérez, 2007).

Tipos de Homotecia

i) Homotecia Directa: k > 0

Si 0 < k < 1, laimagen se contrae con respecto a la inicial. Si k = 1, la imagen derivada es
idéntica al original. Si k > 1, la imagen se expande con respecto al original. (Pérez, 2007).
Ejemplo: Determinar la homotecia en cada vértice de la figura con k =0,5, si B = (12,5);
C=(95);F=(89)C" =(86),D' =(4,5);C"=(75)4=(85);,C" = (84);

T = (8,1).

Figura 12.

En la siguiente imagen se aplicara homotecia.

Solucion.

Hz » H(12,5) = (6,2.5) = B'5; H. = H(9,5) = (4.5,2.5) = (', ;
Hr - H(89) = (44.5) =F', ;H. - H(8,6) = (43) =C", ;

Hp - H(4,5) = (2,2.5) =D"; ; He- - H(7,5) = (3.5,2.5) =",
Hy —> H(8,5) = (4,2.5) = A'¢; He —» H(8,4) = (4,2) = F;;

Hy - H(8,1) = (405) =T',

Evaluando la homotecia si la razon es k =2.
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Hp —» H(12,5) = (24,10) = B, ; H: - H(9,5) = (18,10) = C'; ;
Hep - H(8,9) = (16,18) = F'; ;H, —» H(8,6) = (16,12) = C"'; ;
Hp — H(4,5) = (8,10) = D", ; He~ —» H(7,5) = (14,10) = C""";
H, - H(8,5) = (16,10) = A's ; Ho~ - H(8,4) = (16,8) = Z;
Hy - H(8,1) = (16,2) =T’

Figura 13.

Aplicacién de homotecia en la imagen de valores son k=0,5y k=2

ii) Homotecia Inversa: k < 0

Si —1 < k < 0, la imagen se achica con respecto al original. Si k = —1, la imagen derivada
es congruente al inicial. Si k < —1, la figura aumenta su tamafio con respecto al original.
(Pérez, 2007).

Ejemplo: Calculando la homotecia en cada vértice de la imagen dado por

C =(-3,-1.67); N = (—4.99,-2.77); L = (—3.32,—5.79); M = (—1.34, —4.66), siendo

k =-0,5.
Figura 14.

En la imagen se aplicara homotecia inversa.

[2457)

(459,271 o

(-1.24,4.55)
(3.32,6.79)
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Solucion.

He:H(=3,-1.67) = (1.5,0.84) = Q ; Hy: H(—4.99,-2.77) = (2.5,1.39) = R ;
H,:H(—3.32,—5.79) = (1.66,2.9) = P ; Hy;: H(—1.34, —4.66) = (0.67,2.33) = H
Enel caso k =-1

He:H(—3,—-1.67) = (3,1.67) = S; Hy: H(—4.99,-2.77) = (4.99,2.77) =T
H,:H(-3.32,—5.79) = (3.32,5.7) = Z ; Hy;: H(—1.34, —4.66) = (1.34,4.66) = W
Sik=-2

He:H(-3,—1.67) = (6,3.34) = U ; Hy: H(—4.99,—2.77) = (9.98,5.54) = V
H,:H(—3.32,—5.79) = (6.64,11.58) = By; Hy;: H(—1.34,—4.66) = (2.68,9.32) = 4,
Figura 15.

Homotecia inversa aplicada en la figura si k=-0.5, k=-1y k=-2

-
r

& (54,1158

(1.34,4.68) el
ne6ze

499277

{087 233 -
4T ¥ @BAET)

i i il
=TT BB (@5,1.30)
= 5

(LT T i B

(488,277 n

[(332.578) ©

e) Desplazamientos. Se presentan dos tipos de transformaciones en el eje X e Y.

i) Desplazamiento en el eje X.

Sea D,: R? - R? definida por: D, (;) = (x -I;]ky>,k # 0.

Evaluando los elementos de la base candnica en R?

D, ((1)) = ((1)) ; Dy ((1)) = (ID - Ap, = (é I;) Consiste en su representacion matricial

“Ver Anexo B” (Adame, 2005).
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ii) Desplazamiento en el eje Y. Sea D,: R* — R? definida por: D,, (;) = (y _ka) Jk#0

Evaluando en los elementos de la base canénica en R?:

D, ((1)) = (llc) ; Dy ((1)) = ((1)) - Ap, = (i (1)) es la representacion matricial

“Ver Anexo C” (Adame, 2005).
f) Traslacion. Sea T: R? —» R? definida por: T(x,y) = (x,y) + b, b # 0y b = (h, k)

T (%, y) = (x + h,y + k) (Pérez, 2007).
Ejemplo: En los vértices del contorno de la figura geométrica textil inca se aplicara la

transformacion de traslacion, empleando el vector de traslacion (20,6).

Figura 16.

Motivo inca

[LLERL]

LAY

(ReTR; (RATH
3R .

o a1 ° LY i Yy e
feyre

PLEETH

LRl
[C TR

P

AEZTH [CTEE

e § (e

Aasern

Nota. Fuente: World History Encyclopedia (2015)
Ver coordenadas de transformacion en (Anexo D)
g) Rotacion. La transformacion de rotacién en el plano se realiza respecto a un punto Ilamado
centro de rotacidn, en particular el origen del sistema de coordenadas. Ademas, se considera

un angulo de rotacion. Las figuras no varian en su forma y tamafio (Pérez, 2007).

Figura 17.

Transformacidn de rotacion




Hallando la matriz de rotacion con respecto al origen.
cos(a) = ; - x =rcos(a);sen(a) = % -y =rsen(a)

! !

cos(a + B) = x7 > x' =rcos(a + f);sen(a + f) = y7 Sy = rsen(a + )

Sea Ty: R? - R?, definida por T;(x,y) = (x',y")=(r cos(a + B), v sen(a + §))
Tg(x,y) =(7 (cos(a) cos (B) — sen(a)sen(p)),r(sen(a) cos(B) + cos(a) sen(p)))
Tg(x,y) =(r cos(a) cos (B) — rsen(a)sen(B), r sen(a) cos(B) +r cos(a) sen(p))

Tp(x,y) = (x', ") =(x cos (B) =y sen(B),y cos(B) + x sen(B)).

. (x"\ _ (xcos(B)—ysen(B)\_( cos (B) —sen(B)) rx
En consecuencia, (y') B (X sen(f) +y cos(ﬁ))_( sen(B) + cos(f) ) (y)

( cos (B) — sen(ﬁ)) (x)

Asi, Ty (0
st Tp (y) sen(fB) + cos(B)

Ejemplo.

En el poligono irregular ABCDEFG se aplica la transformacién de rotacion con g = 30°.

(30) —sen(30) AN\_ .
g) = (§ZZ(30) + z§:(30))(§) = (59813)_A

(
Too® =750 (5.08) = (sencaty + cosa0y) (05) = (251 ) =
(

750(© =10 (1) = (Som(30) + eono0y ) (8) = (51 )=€
T =Ts0 (3) = (Sonca0y + cona0r) (3) = (g )=7"
T50(8) = T30 (3) = ( om0y + conany) (3) = (o0 ¥
T30 =P (3) = (Gon(a0) + eveo0y ) (&) = (653 F
T30 =50 (3) = (Soncao + sono0y) (1) = G146)=C

26
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Figura 18.

El poligono rota con un angulo de 30°

(Ver Anexo E).
Definicion 2.15. Sea B = {v;,vy,...,,} una base del espacio vectorial (V,+,K,),
denominamos coordenadas de un vector v € V respecto a B como la combinacion lineal de los

vectores de la base, representada {a, a,, ..., a,} del siguiente modo: (Espinoza, 2006)

n

ay
a

U[B] = 2 /v = a1v1 + azvz e anvn = z aivi
an

i=1
Ejemplo:

Evaluar el vector de coordenadas v respecto a la base B para (R?*2, +,R,").

v=[_12 ;][B]={[(1) _01][(1) (1)[(1) —01][—11 8}

Solucioén.

Combinacion lineal de [B]:

aly olraly ol+vely Slrall =[5 ;

a,taz+a,=1 a; =-—1 -1
a,+a; =3 a, =2 ] 12
Luego ty— = ) e a = —2 pOI‘ €so0: U[B] = )
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Definicion 2.16. (Matriz de una transformacién lineal)

Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension finita con dim(V) = n, dim(W) = m,
[B1] = {vy, vy, ..., vp} Y [By] = {wy,wy,...,w,,} bases de V y W  respectivamente.
Consideremos la transformacion lineal T:V - W.Siv € V,w = Tv € W, y las coordenadas

de dichos vectores en sus correspondientes bases:

0(1 a’l
— az — alz T _ ! ! /; _
VB, = : Y WiB,] = : - (U) =a Wyt awy + et a Wy =w
an (l’m
T(vy) = apwy + azwy + -+ QWi
T(vy) = agawy + azwy + - + AWy,

con T('Ui) = Z;n=1 (ljin , 1= 1,2, e,

T(vn) = QpW1 T AWy + - + QWi

La matriz
all alz e aln
az 1 azz e a2n
A= : : : :
am1 amz amn

Se define como la matriz asociada a la transformacion lineal T respecto a las bases B; y B,
(Espinoza, 2006).

En consecuencia, tenemos A - v, =T(V)p,) » VEV

Definicion 2.17. Una transformacion afin T: R™ — R™, se define como una representacién de
la forma:

T(v) = A)+ b {Aimatriz deordenmxn

Donde A(v) es lineal y b es un vector desplazamiento o traslacion.
Observacion. Sim = ny A = I (matriz identidad)
Entonces T(v) =1 v + b = v + b: Transformacion de traslacion.

Forma matricial: (Adame, 2005)
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all alz “en
azl azz aes b
A= : : : z
Om1  Am2
vl all 0(12 aln 171 b1 a11171 + a12172 ° + alnvn + bl
T () _ 21 L5Y) Uan U, + bz _ | %21V + (061 %) + -+ ArnUn + bz
Amz2 - Un Am1V1 + AV +. .. + AV + by

Ejemplo: Rotacion + Traslacion del rayo ABCDEFGHIJKLM cuyos vértices son los
siguientes: A = (8.28, 8.32);B = (7.82, 7.58);C = (8.54, 7.84);D = (7, 7)E = (7.66, 7.37)
F=(7.71,6.99); G = (6.95, 5.92); H = (8.92, 6.51); | = (5.7, 4.98); J = (7.39, 5.67);

K =(6.1,3.57); L = (6.87, 4.06); M = (5.28, 0.54), el angulo de rotacion es 8 = 60° y el vector
de traslacion es N = (4, 2).

Solucion.

Sea =[5 (60D —sen(60)] _y05 087
sen(60) cos (60) 087 0.5

ego 1) =[5 | =[ony T ozl * [o] = [153] =4

@ =1[7%] - [087 RedlA R M AR
0 -r 185 IR -5
o=t {)-125 SR

@ =[5 = [0 5 os 5l + 5] =g =
0 =150 = oy o5 I 6ool *[2]=[125]=*
1@ =1[¥5=los o5 e+ =[5 1=¢
ran="[50]=los o5 Il eal *[Gl= 4T ]=#
T =7 ol =lomr o5 I aosl*[3]=[50al ="



30

10 =75l =logr o5 [ser]* [2]=[i1z6l =/

160 =1[ 35l =lowy o5 [ 557+ 3] =[or =¥

0 =7[556 =losr o5 o6l 2= [i60d =¥
v B e e A R AR
Figura 19.

El rayo es rotado y trasladado

UYL TN CRMARCICN AN 00 T ACRON ¥ TRASLACKM

oYY PO B J

Ejemplo: Encontrar la transformacion afin que convirti6 a los vértices del cometa en los nuevos
vertices: C = (-14, 16) en C' = (20, 24); D = (-8, 16) en D' = (14, 24);

E=(-11,19) en E' = (23, 21); F=(-11, 11) en F' = (7, 29); G = (-10, 8) en G' = (0, 32);
H=(-7,6) en H = (-7, 34); | = (-4, 5.5) en I' = (-11, 34.5); J = (-2, 4) en J' = (-16, 36).

Figura 20.

Transformacion del cometa.

OB TR D S AT AT TS AT
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Solucién: SeaT(v) = A(w) +b - A= [Z; Zﬂ y b= Zl]
2

. —14 . a, ax1r—14 bl _ _14a1+16a2+b1_ _ (20 Y
T =T| | ] = [a3 a,) [ 16 ] + [bz] - [—14a3 +16a, + by| 1241 ¢

_ —8 _ a; daxir— bl] _ [—8611 + 16a2 + bl] _ (14 N
T(D)=T _16] = [a3 a4] _16] T lb,] = |-8az + 16a, + b,] = 24l = b

_ —11 _ a dan1r—11 bl] _ —11a1 + 19a2 +b1_ _ [23 o
TE)=T| {g|= [a3 a,l [ 19]+[b2 = |-11la; + 19a, +by| ~ 21) = F

(—1l4a, + 16a, + b; = 20
—14a; + 16a, + b, = 24
—8a, + 16a, + b; = 14
—8az + 16a, + b, = 24 °
—11a, + 19a, + b, = 23

\—11a; + 19a, + b, = 21

Se obtiene la siguiente igualdad: <

Entonces lo separamos en dos sistemas de ecuaciones:

—14-611 + 16a2 + b1 = 20 _14a3 + 16a4 + bz =24
_8a1 + 16a2 + b1 - 14‘ y —8a3 + 16a4 + bz == 24‘
—11a1 + 19a2 + b1 =23 _11a3 + 19a4 + bz =21

El valor de las variables es: a; = —1;a, = 2;b; = —26;a3 = 0;a, = —1; b, = 40

De tal manera la matrizes A = [_01 _21] y b= [_4206 :

Por lo tanto, la transformacion afin es: T(v) = [_01 _21] (v) + [_4206

Observamos que la cometa se desplaza 2 cm. hacia el eje x y luego se traslada (-26,40).
2.3. Espacios Topoldgicos

En la presente seccidn, presentamos las definiciones de topologia o espacio topolégico
y sus propiedades. Ademas, se desarrollan los conceptos de topologia fina, entornos,
vecindades, bases topoldgicas y espacios conexos, los cuales ayudaran a la comprension de las
nociones métricas empleadas en los fractales.
Definicidén 2.18. Sea X un conjunto no vacioy 7 una familia de subconjuntos de X. Decimos
que T es una topologia en X si se cumplen las siguientes propiedades:

) XyQ eT.
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ii) Si {F;};c; es una coleccion de elementos de T, entonces U;¢; F; € T.
iii) Para cada coleccion finita: F;, F,, ..., F, €T - N1, F, €T.
Si T es unatopologia sobre el conjunto X, se afirma que el par (X, 7") es un espacio topoldgico
y si A € T entonces diremos que A es abierto en 77 (Munkres, 2002).
Ejemplo:Sea X # @ Jp, ={F/F € X}
Tp es una topologia sobre X. En efecto,
DXCSX->X€eET, yPpSX->0€T,
i) {Filict€Tp »F, €X ; Viel,entonces Uig; F; €X ~ Ui Fi €T
i) {Flic €T > FLCEXF, X .;F, X
Luego FiNF, SXNX=X>F NF, €T FiNF; SXNX=X>F, NF; €Tp;
FoNF;CSXNX=X>F,NF€T; F,NF,SXNX=X>F,NF, €Tp; ...

* . F; € Tp. En consecuencia, T}, es una topologia, denominada discreta sobre X. Por lo
tanto, (X, 7p) es un espacio topologico.
Definicion 2.19. Supongamos que X # @ y dos topologias 7; y T, sobre X. Diremos que T, es
mas fina que 73, si dado A € 7; — A € T, es decir 7; c 75, en tal situacion se dice que las
topologias son comparables y se denota por 7; < 7, (Gordillo & Navarro, 2020).
Observacion. Dado un conjunto X # @, la topologia discreta 7, es la mas fina de todas las
topologias posibles sobre X y la topologia indiscreta 7; la menos fina. Si Tes cualquier otra
topologiaen X se cumple 7, ¢ T c 7.
Definicion 2.20. Sean (X, T) un espacio topoldgico y B una familia de subconjuntos abiertos
de X, tal que B c T. Diremos que B es base de la topologia T si se verifica que los conjuntos
abiertos de 7" se obtiene como la union de los elementos de B es decirsi A € T, 3{G;}ic; B
tal que A = U;¢; G; (Macho, 2014).
Teorema 2.21. Sea B una base del espacio topologico (X, T"), entonces se cumplen:

HX=US.
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ii)VBy,B, e8ByxeB; nB,, 3B, /x € B, € B; N B, (lvorra, s.f.).
Ejemplo: Probar que para una topologia sobre R, tenemos la base:
B={B=]abl;ab€eR a<b}
Solucion: i) Sea X = R - R = U{B: B € B}, considerando a R = U, ¢z|n,n + 1]
ii) Si B; = lay, by], B, = lay, b,], analizando B, N B, se presenta dos casos:
1. by<a,—la;,bln]ayb,] =0 cB={B:Be @ - Bc B}
2. a; <a, <b; <b, > lay,blNnlay by] =la,by] =B; B
Por lo tanto, B es una base para la topologia: 7 = {G € R: G = U{B: B € B}}

Figura 21.
Interpretacion grafica de los intervalos indicados en (i) y en (ii) Caso 1y 2.

1 T ¥ i
4 3 2 1 0 i 2 3 4
R
e &
' b a b : : : a b b }
% ) 2 2 % 2 ] 2

Ejemplo: El espacio topolégico (R?,7;,), donde B es una base de
T, ={Gi c R*G; = U;eBj A B;€B /B (x —h)* + (y — k)? <r?}
Definicion 2.22. Sea (X,T) un espacio topolégico, V ¢ X y x € X. El subconjunto V es
denominado entorno de x, si existe un abierto G € T talquex e Gy G C V.
La familia de todos los entornos de x es denotado por JV,, destacando las siguientes
propiedades:
a) SiV € X, es abierto entonces V es entorno de todos sus puntos, ademas V = U,ey Gy.
b) Paracada V € JV, entonces x € V.
c) SiV;,V, € NV, entonces V; NV, € IV,.
d)SiVeN,yV cWentonces W € N,.

e) Dado V € IV, existe W € IV, tal que V € V,,,Vy € W (Macho, 2014).

Ejemplo: El espacio topoldgico (X,7;,), Ip = {F / F S X}. Todo subconjunto de X es entorno
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de todos sus puntos por ser abierto.
Definicion 2.23. Sea (X, T) un espacio topoldgico, x € X y IV, el sistema de entornos de x.
Decimos que B, es una base de entornos de x si:

i) B, CNN,.

ii) Dado N € IV, 3B € B, tal que B < N (Gordillo & Navarro, 2020).
Observacion. Dado un espacio topologico (X,T), entonces B, es base de entornos abiertos
para los puntos x € X si cumple las siguientes propiedades:
i) x € B paracada B € B,.
ii) Si By, B, € B,, entonces existe B; € B,/ B; € B;NB,.
iit) Para cada B € B,, existe B, € By, tal que para cada y € By, 3B, € B, tal que B,  B.
iv) V € T siysolosiparacadax € V,3 B € B, tal que B € V (Macho, 2002).
Definicion 2.24. Dado (X, T") un espacio topoldgico, si x € X decimos que G es vecindad de x
siysolosi GETyx €Q.
Se denotaré por G, a la vecindad de un punto x.
Nota. El conjunto de todas las vecindades de x se representa por V,, = {G € T /x € G}.
(Jiménez, 2018).
Definicidn 2.25. Dado un espacio topoldgico (X, T), decimos que es un:
a) Espacio T, si y solo si para cada x,y € X con x # y existe G, € N, talquex E GAy € G.
b) Espacio T; siy solo si para cada x,y € X con x # y existen G;,G, € 7 tal que x € G; A
y & G, ademésy € G, A\ x &G, (Fernandez, 2020).
c) Espacio T, o de Hausdorff si y solo si para cada x,y € X tal que x # y existen G,G' € T
abiertos disjuntos talesque x € G A G € V.,

y €EG'A G’ €V, (Jiménez, 2018).

Ademas, se satisface que T, —» T, - T,.
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Figura 22.

Los espacios Ty, Ty, T

Definicion 2.26. Un espacio topoldgico (X,7) es conexo si no existen dos subconjuntos
abiertos no vacios G,,G, € T talque G; NG, =0 y G, U G, = X.

Entonces: G; = X\G, = G, € T — G, es cerradoen 7.

De otro lado: G5 = X\G, = G; €T — G, escerradoen 7.

Observacion. (X,7) es conexo, siysolosi,A2 G c X,enelque G # @y G es abierto y cerrado
en 7. En consecuencia, un espacio topologico (X,7) es conexo, si y solo si, los Unicos
subconjuntos abiertos y cerrados son X y @ (lvorra, s.f.).

Teorema 2.27. Si (X, T") un espacio topolégico y {4;};¢; una familia no vacia de subconjuntos
conexos de X tal que N;¢; A; # @, entonces A = U;¢; 4; es conexo (lvorra, s.f.).

Proposicion 2.28. Sea f:(X,7x) — (Y,Jy) aplicacion continua. Si X es conexo, entonces
(f (X), Tr(x)) es conexo en Y (Gordillo & Navarro, 2020).

Ejemplo: Sea (R, 7;,) es conexo. Supongamos que R no es conexo, entonces existen abiertos

disjuntos no vacios Uy V talesque R=UUV.Seaa € U,b € Vtalquea < b

Figura 23.
Representacion de U y V en intervalos disjuntos
U \
X% )

Consideremos A = {x € U/x < b} si a, = supA. Analizando dos casos:

i)Siag€A— AcU.ComoU esabierto, 3¢ > 0/B.(ap) CU —a,+-€UY
ao + g < b. Entonces a, no es suprd (—«)

ii)Siay, € A— a, €V.Como V es abierto, 3 & > 0/B.(ay) €V - a, — % eV,
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ap — 2 <a<a, Paraalgina € A (—«).Porlotanto, R es conexo.

Ejemplo: La circunferencia unitaria en el plano complejo.
Figura 24.

Circunferencia unitaria del plano complejo

e*{l8)
. -
i
.
-

B 2m)

f:001] = f(t) = ™

Por la proposicién 2.28, C es conexo.
2.4. Espacios métricos

En esta seccion, se define el concepto de espacio métrico, sus principales propiedades
y teoremas a considerar posteriormente.
Definicion 2.29. Consideremos X un conjunto no vacioy d: X x X — R* una aplicacion.
Diremos que d es una métrica si se cumplen:
a)d(x,y) =0,V x,y €X.

dx,y) =0 & x=y, V x,y €X.

b)d(x,y) =d(y,x), V x,y €X.
c)d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), V x,y,z €X.
El par (X, d) se denomina espacio métrico (Atencia, 2014).
Ejemplo: Sea X # @ un conjunto, se define la métrica discreta d en X mediante:

XFYy

d: X X X—>]R+/d(x,y)={(1) x=y

Yy

1
En efecto, a) Como d(x,y) = {0 —y -d(x,y)=0 Vxy€eX

Ademas d(x,y) =0 & x=y V x,y €X.



. 1 X F 1 * X
b)Sld(x,y)={0 x:§—>d(y,x)={0 zzx.'.d(x,y)zd(y,x) Vx,y€eEX

c¢) Para la desigualdad triangular se plantea:

e ={y 122 don={; VIl idwa={) *Z°

Se presentan los casos:

e Casol: x#y#z—- d(x,z) <d(xy)+d(y,z):1< 1+1 > 1< 2.
e Cas02: x=y=2z- d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) » 0<0.

e Caso3: x#zAx=y AN y+z —»d(xz)<dxy) +dy,z):1<0+1-1<1.
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e Casod: x=z AN x+y AN y+z ->dxz)<dxy) +d(yz):0<1+1-0<2.

Por lo tanto, se verifica la desigualdad triangular.
Ejemplo: El espacio métrico (C", d)

Sea X = C", el conjunto de n-uplas en los nimeros complejos.

Se define la aplicacion d: C* x C" - C*; d(z,w) = \/Z};l |zj — w;|?

La métrica usual en los nimeros complejos es:

dy(z,w) =|z—w]|,dondez=a+ibyw=c+id

Asi:|z—w| = |(a+ib) — (c+id)| =|(a—c) +i(b—d)| =+/(a—c)?+ (b —d)2
DOI’]de E = (al,az, ey an) + i(bl, bz, ...,bn) A W = (Cli C2, ...,Cn) + i(dl, dz, ""dTL)

a)Si |z;—w;| 20|z, —w;|*=0 Vz,w,€C:j=12,..,n

Luego: X7, |z —w;|* 2X¥7,0=0 — /¥, |z —w;|? = 0. Entonces d(z,w) = 0

De otro lado d(z,w)= 0 & \/Z’;:l lzi —wj]?=0 Vz,w;€C:j=12,..,n

Siysolosi X7, |z —wj|*=0 & |z, —wj|? =0 |zi—wj| =0z —w; =0

Siysolosi z; =w; Vz;,w; €C.

b) d(E,W):\/Z;-‘zﬂzj W]|2—\/Z] 1wy —z|2 =d(w,z) vz;,w; € C.
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c¢) Para demostrar la desigualdad triangular utilizaremos la desigualdad de Minkowsky, el cual

. 2 2 2 .
consiste en: \/Z?=1|zj — wj| < \/Z?=1|Zj| + \/Z?=1|wj| Vz,w;€C:j=12,..,n
Segun la métrica usual: d,(z,w) < d,(z,v) +d,(v,w) V z,v,w € C.
Luego |Z] - le < |Z] — Ujl + |v] - le - V] =1,2,..,n

125 = wil? < (I = vyl + [y = w)" = Zia 1z — w2 < T (|7 — vy + [y — wy])”

\/2}1:1 |zj — wj|? < \/2?=1(le — vj| + |vj — Wj|)2 Vz,v,w;€C:j=12,..,n

Por la desigualdad de Minkowsky se cumple:

2 2 2
\/Z?=1(|Zj‘”j|+|vj—wj|) S\/Z?=1|Zj—vj| +\/Z7=1|”1_Wf|

2 2
Entonces, \/Z;Ll |Z] - lez < \/Z};lle - vjl + \/Z;Lllvj - le

Como d(z,w) = \/Z}Ll |zj — w;j|?, se verifica d (z,w)< d(z,v) +d(v,w) VZv,w € C".

Definicion 2.30. Sea (X, d) un espacio métrico, si A c X se define la métrica d, dada por:
dy: AXA - RY/ dy(x,y) =d(x,y) Vx,y € A.
El espacio métrico (4, d,) es denominado subespacio métrico de (X,d) (Atencia, 2014).
2.5. Topologia en Espacios métricos
A continuacion, se presenta en esta seccidn las propiedades y resultados topoldgicos en
un espacio métrico.
Definicion 2.31. Sea (X, d) un espacio métricoen X; a € X y r > 0, se definen
a) Bola abierta: B;(a,r) ={x € X/d(a,x) <r}.
b) Bola cerrada: By(a,r) = {x € X/d(a,x) < r}.

c) Laesfera: S(a,r) = {x € X/d(a,x) =r} (Romero, 2016; Iribarren, 2008).
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Observacion. La bola abierta también es llamada vecindad de a, la cual es considerada como
un subconjunto de X. Si V' y IV’ son subconjuntos de X y V < V'tal que V' es una vecindad de
a, entonces V' es vecindad de a.

Ejemplo.

Dado el espacio métrico (X,d) con X =R? y d((x,y),(0,0)) =+/(x — 0) + (y — 0)2

Entonces d((x, y), (0,0))=y/x2 + y2
B((0,0),1) = {(x,y) € R?/x* + y* < 1}; B((0,0),1) = {(x,y) € R?/x? + y* < 1};

5((0,0),1) = {(x,y) € R?/x* + y* = 1}
Figura 25.

La métrica usual en R"2: x"2+y"2<1; x"2+y"2<=1; x"2+y"2=1

Definicion 2.32 (Propiedad de Hausdorff). Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que (X, d)
cumple la propiedad de Haussdorf si dados x,y € X tal que x # y s, existen ., 7, > 0 tal que
B(x,m) N B(y,1,) = @ (Herrero, 2010).

Definicion 2.33. Sea (X, d) un espacio métrico y A subconjunto de X. Decimos que x € A €s
punto interior de A, si existe r > 0 tal que B(x,r) c A. El interior de 4, es el conjunto definido
por A = {x € A / x es punto interior de A}.

Observacion. Por definicion, se tiene que 4 c A.

Definicion 2.34. Diremos que A c X es conjunto abierto, si todos sus puntos de A son
interiores, es decir A = A (Iribarren, 2008).

Teorema 2.35. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces:
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a) B(x,,r) es abierto paracadax, € Xy r >0

b) Si{A;};e; es una coleccion de abiertos en el espacio métrico (X, d), entonces U;¢; 4; €S
un conjunto abierto de X.

c) Si {A;}ie; €s una coleccion finita de conjuntos abiertos del espacio métrico (X, d),
entonces N;¢; 4; €s un conjunto abierto de X (Atencia, 2014).
Nota. Sean los conjuntos A c B, entonces, cualquier punto interior de A también es interior de
B, esto es A c B (Iribarren, 2008).
Definicion 2.36. Supongamos que (X, d) es un espacio métricoy A < X un subconjunto. Dado
x € X, decimos que x es punto de acumulacion del conjunto A, si todo entorno de x contiene
puntos de A distintos de x. Es decir, V r > 0 se cumple (B(x,r) —{x}) N A # Q.
El conjunto de todos los puntos de acumulacion de A es llamado el conjunto derivado de A y
es denotado por A'.
Observacion.
a) Los puntos que no son puntos de acumulacion de A se denomina puntos aislados de A.
b) Si A c B, entonces todo punto de acumulacion de A también es punto de acumulacién de B,
es decir A" ¢ B’ (Iribarren, 2008).
Teorema 2.37. Sea (X, d) un espacio métrico, A subconjunto de X y x € X, entonces x es
punto de acumulacién de A si y solo si existe una sucesion {x,} en A con términos distintos
dos a dos, tal que x,, = x (Grijalva, 2013).
Definicion 2.38. Considérese el espacio métrico (X, d) y A subconjunto de X. Se dice que
x € X es punto adherente de A, si paratodo r > 0, B(x,7) N A # @. (Macho, 2014)
Observacion.

a) Todos los puntos adherentes de A es llamado el conjunto clausura de A el cual es denotado

por A, de esta manera se cumpleque A = AU A'.
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b) Un punto que no es adherente de A se denomina punto exterior de A y son puntos interiores
de X/A.
c) Si A c B, entonces todos los puntos adherentes de A también son puntos adherentes de B,
es decir A c B.
Definicion 2.39. Sea (X, d) un espacio métricoy A < X. Decimos que A es cerrado si A’ € A.
Observacion. A = {x € X/V r > 0,B(x,7) N A # @} » A c A. Asi, A’ ¢ A (Macho, 2014).
Teorema 2.40. Dado un espacio métrico (X, d), A € X no vacio. Entonces, x € 4 si y solo si
existe {x,} una sucesién en A tal que x,, » x (Grijalva, 2013).
Teorema 2.41. Si (X, d) es un espacio métrico, A, B subconjuntosde Xy A € B c A tal que
A es conexo, entonces B es conexo. Ademas, A es conexo (Grijalva, 2013).
Teorema 2.42. Si X4, X,, ..., X,, son espacios métricos conexos, entonces el conjunto []i-, X;
es conexo (Grijalva, 2013).
Definicion 2.43. Dado un espacio meétrico (X,d) y A subconjunto de X, decimos que A es
denso en X, si A = X (Maximenko, s.f.).
Teorema 2.44. Si (X, d) es un espacio métrico y A subconjunto de X es cerrado, se verifica:
i) X/A es abierto.
ii) A = A (Grijalva, 2013).
Proposicion 2.45. Sean (X, d) un espacio métricoy A = {xy, x5, ..., X, } subconjunto finito de
X, entonces A es cerrado en X (Grijalva, 2013).
Teorema 2.46. Dados (X, d) un espacio métricoy {4, };; una familia de subconjuntos cerrados
de X, entonces:
a) Nie A; es cerrado.

b) Si {4;}ie; es coleccion finita, Ui~; 4; es cerrado (Atencia, 2014).
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Definicion 2.47. Dado un espacio métrico (X,d) y A € X no vacio, decimos que A es acotado
si existe B(x,r) € X tal que A € B(x, ).
Observacion.
a) Se satisface que Va € A — d(a,x) <.
b) Todo subconjunto no vacio de un conjunto acotado es acotado. Si el conjunto es acotado
implica que la aplicacion métrica en él, es acotada superiormente (Salazar, 2018).
2.6. Continuidad de funciones en espacios métricos

La siguiente seccion, presenta el estudio de los conceptos de convergencia, continuidad,
aplicaciones Lipchitzianas, distancias y diametros entre puntos y conjuntos, los conceptos de
isometria y homeomorfismo, las cuales seran aplicadas en la teoria topoldgica de los fractales
y las funciones contractivas que se estudiaran posteriormente.
Definicion 2.48. Sean (X, d) el espacio métrico y {x,, },,ey Una sucesién de puntos en X, se dice
que x, converge a x € X si y solamente si dado € > 0, existe n, € N tal que si n > n, se

cumple d(x,, x) < €. La convergencia se denota por 7111_{130 X, = X 0x, — x (Atencia, 2014).

Teorema 2.49. Una sucesion convergente en el espacio métrico (X, d) converge a un Unico
punto (Atencia, 2014).

Definicion 2.50. Dados los espacios métricos (X, dy) , (Y,dy) yunafuncion f: X — Y, se dice
que f es continua en x € X, si dado € > 0 existe p > 0, tal que si y € By, (x, p) entonces
f(¥) € B, (f(x),€), es decir f(Bg,(x,p)) € By, (f(x),&) (Daniilidis, 2020).

Teorema 2.51. Dados los espacios métricos (X, dy) , (Y,dy) y unafuncién f: X — Y, con

X € X, entonces son equivalentes:

i) f escontinua en x.

ii) Dada una sucesion {x,},ey € X tal que x, - xsi n— oo entonces f(x,)— f(x)
(Daniilidis, 2020).

Demostracion.
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i) — ii) Como f es continua en x por definicion se tiene:
Para £ > 0, existe p > 0 tal que f(B(x,p)) € B(f(x),€) (2.2)

Por otro lado, como x,, — x , por definicion tenemos:
n—-oo

Para cualquier p > 0, existe n, € Ntal quen > n, = x, € B(x, p)
Luego aplicando f tenemos: f(x,) € f(B(x,p)),Vn =n,

De (2.2) obtenemos f(x,,) € B(f(x),¢&), Vn = n,. Por tanto f(x,,) ,H_olf(x)

ii) — i) Supongamos lo contrario de que f no es continua en x (h.a).

Entonces existe £ > 0, para todo p > 0 tal que f(B(x, p)) ¢ B(f(x),€)
Asi, existe y € B(x,p)/f(y) € B(f(x),¢)

Eligiendo p,, = % se determina una sucesion (¥, )nen tal que y, € B(x,p,) Y

fOm) & B(f(x),¢). Luego y,, = x pero f(y,) = f(x), lo cual contradice la hipétesis.

Por lo tanto, f es continua en x.

Teorema 2.52. Consideremos los espacios métricos (X, dy) e (Y, dy). Entonces f: X = Y es
continua en X siy solo si f~1(G) es abierto en X para cualquier abierto G en Y (Macho, 2008).
Demostracion.

(=)Sea a€ f1(G)= f(a) € f(f1(G)) = f(a) EG. Como G es abierto, entonces
existe € > 0 tal que B(f(a),¢) € G. (2.3)

Como f es continua en X, en particular f es continua en a, se tiene que para cualquier € > 0,
existe p > 0 tal que f(B(a,p)) c B(f(a), ).

De (2.3) se obtiene f(B(a,p)) € G = f~! (f(B(a, p))) c f~1(6) = B(a,p) < £~1(G)
En consecuencia, a es punto interior de f~1(G). Por lo cual f~1(G) es abierto en X.

(&) Seaa € X,dado € > 0, el conjunto B(f(a), €) es abierto en Y. Asi por hipétesis
F71(B(f(a), ) es abierto en X. Como a € f~(B(f(a), €)) existe p > 0 tal que

B(a,p) c f‘l(B(f(a), s)), aplicando f obtenemos
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fB(ap)) c fF1(B(f(@), ) = f(B(a p)) < B(f(a), ).

Por lo tanto, siendo a € X arbritrario, se concluye que f es continua en X.

Teorema 2.53. Dados (X, d,), (Y,d,) espacios métricos y f: X — Y una funcion continua y
sobreyectiva. Entonces si X es conexo se tiene que Y es conexo (Grijalva, 2013).

Definicion 2.54. Dados los espacios métricos (X, d,), (Y,d,) Yy f: X — Y una aplicacion.
Decimos que f es Lipschitz si existe K > 0 tal que d,(f(x), f(y)) < Kd,(x,y) Vx,y€X
(Daniilidis, 2020).

Definicion 2.55. Sea (X, d) un espacio métrico y A € X no vacio. Dado x € X, definimos la

funcidn distancia de x hacia A por d(x,A) = ir€1£1 d(x, a) (Daniilidis, 2020).
a
Observacion. La funcion d(x, A) = igfl d(x,a) es continua en (X, d). En efecto,
a

Sean x,y € Xy Va € A, secumple: d(x,A) < d(x,a) <d(x,y) +d(y,a)

Sesigue que, d(x, A) < d(x,y) +d(y,a) » d(x,A) —d(x,y) < d(y,a)

Luego, d(x,A) —d(x,y) <d(y,A) - d(x,A) —d(y,A) <d(x,y) (2.9)
Por otro lado, d(y,4) < d(y,a) < d(y,x) +d(x,a) =» d(y,A) —d(y,x) < d(x,a)
Luego, d(y,A) —d(y,x) <d(x,A) »d(y,A) —d(x,A) < d(y,x)

Asi,d(x,A) —d(y,A) = —d(x,y) (2.5)
De (2.4) y (2.5) tenemos|d(x, A) —d(y,A)| < d(x,y). Asi la aplicacion es Lipschitz y en
consecuencia d(x, A) es continua.

Definicion 2.56. Dado el espacio métrico (X,d) y A, B € X no vacios. Definimos la distancia

entre Ay B como d(A4,B) = ELnfEB d(x,y).
X€AYy

Definicion 2.57. Consideremos el espacio métrico (X,d) y A ¢ X subconjunto acotado, se

define el didmetro del conjunto por diam(A) = sup d(x,y) (Herrero, 2010).
X,YEA

Observacion. Si el conjunto A no es acotado carece de diametro.
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Definicion 2.58. Sean dos espacios métricos (X,d,),(Y,dy) y f:X —Y, una funcion
biyectiva, decimos que X e Y son homeomorfos, si las funciones f y f~?! son continuas
(Grijalva, 2013).

Observacion.

a) Un homeomorfismo entre X e Y se representa por X = Y

b) Los homeomorfismos preservan propiedades topoldgicas, por ejemplo:

Un conjunto A c X abierto si 'y solo si f(A) es abierto. Ademas, B < X es cerrado si y solo si
f(B) es cerrado.

Definicion 2.59. Dados dos espacios métricos (X,d,) e (Y,d,) y f:X - Y una funcion,
diremos que f es isometria si dx (x,y) = dy(f(x), f(y)) paratodox,y € X.

(Grijalva, 2013).

Observacion. Para una isometria la distancia entre los puntos se conserva en los dos espacios
métricos diferentes. El tamafio y la forma de las figuras no cambian, solo su posiciéon u
orientacion.

La isometria tiene dos tipos: isometria directa, conserva la orientacién
en el plano, entre los cuales destacan la rotacidn, traslacion, mientras que una isometria
indirecta, invierte la orientacion en el plano como la reflexion.

Teorema 2.60. Consideremos los espacios métricos (X,d,),(Y,d,). Si X es isométrico a

Y bajo la funcion f: X — Y, entonces f es un homeomorfismo (Grijalva, 2013).
2.7. Espacio métrico completo
La seccion estudiara los conceptos vinculados a la completitud de un espacio métrico,
los cuales son fundamentales en el andlisis topoldgico de los fractales.
Definicion 2.61. Sea (X, d) un espacio métrico y la sucesion {x,, },,eny € X.
Decimos que {x,},en €S una sucesion de Cauchy si dado € > 0, existe n, € N tal que para

todo n,m = n, se satisface d(x,, x,,) < € (Sabogal & Arenas, 2011).
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Nota. Los términos entre x,, Y x,,, Se acercan entre si, de manera que no existe necesariamente
un punto de convergencia.

Teorema 2.62. Sea (X,d) un espacio métrico y {x,}nen Una sucesion en X. Entonces se
verifican: (Herrero, 2010)

i) Si {x,}nen €S CcOnvergente, entonces es una sucesion de Cauchy.

i) Si {x, }nen €S Una sucesion de Cauchy entonces es acotada.

Demostracion.

i) Supongamos que x,, — x. Para % > 0,3ny € Ntal quen > ny = d(x,, x) < %

Luego, sin,m = ny = d(x,, X)) < d(x,, x) + d(x, x,,) = d(x,, xp) < 2 +§ =¢

Por lo tanto, {x;,},en €S una sucesion de Cauchy.

ii) Sea {x, }nen Una sucesion de Cauchy, considerando € = 1

An, €EN/n,m=n, = d(x,,x,,) <1.Comom = n, = d(xno,xm) <1

Por otra parte, tenemos d; = d(x,,, x;), donde x; = x, ..., X, 1

Sir = max{d,, 1}, entonces {x,}5-; < B(xp,, 7) Yn €N.

Por lo tanto, {x,,},en €S Una sucesién acotada.

Teorema 2.63. Considérese el espacio métrico (X, d) y {x,}nen Una sucesion de Cauchy en
X, si {x; }nen POSee una subsucesion convergente en X, entonces {x, },en €S CcOnvergente
hacia el mismo punto de convergencia de la subsucesion (Grijalva, 2013).

Definicion 2.64. Decimos que un espacio métrico (X,d) es completo, si toda sucesion de
Cauchy es convergente en X (Macho, 2008).

Ejemplo: Sea el espacio métrico (X, d,,) donde X = R. Si una sucesion de Cauchy

{x; }keny © X entonces, Ve > 0,3n, € N/sin,m = ny = d(x,, x;,) < €.

Asi, 0 < |x, — x| <e€

Ejemplo: El espacio métrico discreto (X, d isc)
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Sea X # @ un conjunto, se define la métrica discreta en X mediante:

1 x+y
0 x=y

dgisc: X X X > R*Y/d(x,y) ={
La caracterizacion de una sucesion de Cauchy es {x, }yey € X Ve > 0,3n, € N/n,m > n,
Ay, Xm) < & Sixy # Xy 2> dg, X)) =1<e (F); xp=xpm = d(xp,x) =0 < €.
Por consiguiente x,, = x,, = {Xx}xen = X €S Una constante.
Por lo tanto, {x; }xen €S CcONvergente, entonces todo espacio métrico discreto es completo.
Teorema 2.65. Si toda sucesion de Cauchy posee una subsucesion convergente, entonces
(X, d) es un espacio métrico completo (Herrero, 2010).

Demostracion.

Como {x, },en €S una sucesion de Cauchy, entonces para% > 0 existen; € N

tal que si n,m = n, = d(x,, X) < S

Por hipotesis, {x, },ey tiene una subsucesion {xnk} convergente a un punto x es decir
X, = X, €ntonces existe n, € N/my = ny = d(xp,,x) < -

Seany, = max{n,,n,} > 0,sin >ny, = n,n, =ny = d(xn,xnk) < g

d(xn, %) < d(xp, %, ) + d(n,, x) < g + g =& = d(x,x) <.

Por lo tanto {x, },,ey CONverge a x, en consecuencia, X es un espacio métrico completo.
Teorema 2.66. Dado un espacio métrico (X, d), si ] c X'y el subespacio (J, d;) es completo,
entonces J es cerrado en X (Herrero, 2010).

Demostracion. Veamos que J = J . En efecto, por definicion J c |

Por otro lado, si x € /] = 3{x, }en € J / X, = X, COMO {x,,}pen €S UNA sucesion de Cauchy

en (J,d;) por ser completo, existe x” tal que x,, — x". Asi, por la unicidad de limite se tiene que

x=x.Porlotantox € J = J cJ.



48

Proposicion 2.67. Consideremos un espacio metrico completo (X,d) y A c X subconjunto
cerrado en X entonces A es completo (Grijalva, 2013).
2.8. Compacidad en Espacios Métricos

Describimos en la seccién, las nociones de compacidad, precompacidad, compacidad
secuencia y la acotacion total, los cuales intervienen en las caracteristicas y principales
propiedades de los fractales.
Definicion 2.68. Consideremos (X,d) un espacio métrico y A <€ X. Una familia de
subconjuntos no vacios {4;};e; < X es un cubrimiento de 4, si A € U;¢; 4; (Macho, 2008).
Observacion. Si A; es abierto Vi € I, decimos que {A4;};c; €s un cubrimiento abierto.
Ejemplo: Sea A, = {1,2,3},4, = {2,3,4},A; = {4,567} yB={x eN /1 < x < 5}.
De manera que A; U A, U A; = {1,2,3,4,5,6,7}, B = {1,2,3,4,5}
Luego B € A; U A, UA; = U_, 4; ~ B c U3, A;: cubrimiento de B.
Ejemplo: Sea X =]0,1[ y la familia de conjuntos 4; = {] % 1(n>=2,ne€ N} es un

cubrimiento por abiertos de X.

Definicion 2.69. Consideremos (X, d) un espacio métrico y {A;};c; un cubrimiento de A € X,
si ] es finito entonces {A4;};c; es llamado cubrimiento finito. Cuando A S U;c;A; y J €1
decimos que {A;};c; es un subcubrimiento finito (Macho, 2008).

Definicién 2.70. Dado un espacio métrico (X,d) decimos que un subconjunto A c X es
compacto, si dado un cubrimiento abierto {A;};c; de A existe un subcubrimiento finito

A c UL, A; (Daniilidis, 2020).

Definicién 2.71. Sea (X,d) un espacio métrico y A subconjunto de X. Se dice que A es
precompacto, si para cada e > 0, existe {x;,x,..,x, } € X tal que A c Uy-,;B(x,¢€)

(Grijalva, 2013).
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Teorema 2.72. Consideremos (X,d) un espacio métrico y A € X subconjunto compacto
entonces A es precompacto y acotado (Grijalva, 2013).

Demostracién. Como A es compacto, para la familia F = {B(a,€):a € A, > 0} el cual es
cubrimiento abierto de A4, existen ay, a,, ..., a, € Atal que A c Uy-, B(ay, €)

Por lo tanto, A es precompacto.

Aes acotado. En efecto, seae = 1, setieneque A c Uj-, B(ay, 1), asi dados x, y € A, existen
i,j €{1,..,n} tal que x € B(a;,1) , ¥ € B(a;,1). Luego, por la desigualdad triangular
tenemos d(x,y) < d(x,a;) + d(a; a)) + (a,y) <2+g

donde g = max{d(a,, a;):m, k € {1, ...,n}}, Asi, d(x,y) < 2+ g, paratodo x,y € A

Por tanto 2 + g es una cota superior del conjunto {d(x, y): x,y € A} mostrando el resultado.
Teorema 2.73. Dado (X, d) un espacio métricoy K c X.

i) Si X es compacto y K cerrado, entonces K es compacto.

ii) Si K es compacto entonces es cerrado y acotado (Herrero, 2010).

Demostracion.

i) Sea {K,},e; un cubrimiento abierto de K en X, es decir K € U,e; K,

Como K es cerrado, entonces X /K es abierto en X.

Luego X = KU (X/K) € Uger Ko U (X/K)

Desde que X es compacto existe un subcubrimiento finito {Kal, Ko, Koy s Kan} tal que

X c UL Ky, U (X/K). Luego X N K < (UL, K,, U (X/K)) N K, entonces

Kc (UL Ky, nK)U(X/K)NK) =K c (UL, K, NK) =K c UL K,

Por lo tanto K es compacto.

it) Por definicion K c K. Veamos que K C K, seax € K y supongamos que x & K (h.a).
Asi, para cada punto y € K entonces x # y

Para &, > 0 existen vecindades abiertas de x e y tal que B(x,&,) N B(y,&,) = @
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Entonces la familia {B (, ey)}yEK es un cubrimiento abierto de K, como K es compacto, se

puede extraer un subcubrimiento finito {B(y, €,,), B(v2, €y, ), ., B(¥n. €, )} para cada
Y1, Va2, -, Yn € Ktal que K € UL, B(y;, eyi)

Por otro lado, sea {B(xy, &y, ), B(x, €y,), .., B(xn, €, )} una familia de vecindades abiertas
de X. Luego B(x,r) = Ni, B(x, &y,), donde r = minfe,, /i = 1,2, ..., n}

Entonces B(x,7) es un abierto en X. Luego B(x,7) N K < N}, B(x,&,,) N U, B(y;, )

Pues B(xl-,syi) NnB (yi, eyl,) =0Q,Vi=12,..,n,entonces B(x,r ) NK =0 =x ¢ f(—)(—)
De esta forma, K es cerrado.

Veamos qué K es acotado. En efecto, sea € > 0, para el cubrimiento abierto {B(x, €) },ex
existen x4, x5, ..., X, € K tal que K c Uj~; B(x;, €).

Afirmacion 1: B = B(x;, €) es acotada paracadai = 1,2, ..., n.

Sean x,y € B entonces d(x,x;) < ey d(y,x;) <& Asid(x,y) <d(x,x;) +d(x;,y) < 2¢
Tomando supremo tenemos sup{d(x,y)/x,y € B} < 2¢.

En consecuencia, diam(B) < 2¢, Vi = 1,2, ...,n. Portanto B = B(x;, &) es acotada.
Afirmacion 2: UL, B(x;, €) es acotada. En efecto, sean x,y € UL, B(x;, €), existen
x;,,x;, € X tal que x € B(x;,,€) e y € B(x;,,€). Como x;, x;, son elementos arbitrarios de
X, por la desigualdad triangular se tiene d(x;,, x;,) < d(x;,, %) + -+ + d(xn, x;,)
Considerando w = max{d(xi,xj)/ 1<i,j< n}

Se tiene d(xil,xiz) <e+nw+e=2+nw.

Luego d(x,y) < d(x,x;,) + d(x;,, x;,) + d(x;,,y) < 4e + nw = N.

Aplicando supremo tenemos, sup {d(x,y)/x,y € Uj=,; B(x;, &)} < N, entonces
diam(UlL; B(x;, &)) < N, con lo cual U}~ B(x;, &;) es acotada.

Luego K < Ui, B(x;, ), se concluye que K es acotado.
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Por lo tanto K es cerrado y acotado.

Teorema 2.74. (Compacidad del espacio producto) Supongamos que X4, X5, ..., X,, son
espacios métricos compactos, entonces []i-, X; es compacto (Grijalva, 2013).

Teorema 2.75. Sean (X, d,) e (Y, d,,) dos espacios métricos y f: X — Y una funcion
continua, si X es compacto entonces f(X) es compacto (Grijalva, 2013).

Definicion 2.76. Dado un espacio métrico (X,d) y K c X, decimos que K es
secuencialmente compacto, si toda sucesion en K, admite una subsucesion convergente en K.
(Herrero, 2010).

Teorema 2.77. Dado el espacio métrico (X, d). Entonces K c X es secuencialmente
compacto si y solo si K es compacto.

Teorema 2.78. Sea (X, d), un espacio métrico y K < X es secuencialmente compacto
entonces K es precompacto.

Teorema 2.79. Un espacio métrico (X,d) es compacto si y solo si X es precompacto y
completo (Grijalva, 2013).

Demostracién. Sea X compacto, por el teorema 2.77, se sigue que X es secuencialmente
compacto y por el teorema 2.78, X es precompacto. Veamos que X es completo.

Sea {x, }nen Una sucesion de Cauchy en X. Como X es secuencialmente compacto, entonces
{x,,}nen admite una subsucesién convergente a algin punto x € X. Por el teorema 2.63, el
punto limite de {x, },en €S x; asi, por el teorema 2.65, X es completo.

Por demostrar que {x,},en POSeE una subsucesion convergente.

Si {x,, },en Una sucesion finita, entonces {x, },ey POSeE Una subsucesion convergente.

Si {x, },en €S unasucesion infinitay X es precompacto, entonces existe una sucesion finita
de bolas abiertas de radio 1 que cubre X. Sea B, alguna de estas bolas que tiene un nimero
infinito de términos de {x, },,en, S€ Sigue que B; es precompacto, entonces existe una bola B,

de radio %2 que contiene un namero infinito de términos de {x, },ey contenidos en B;.
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Asi, se construye la subsucesion {xnk}nEN €EB;,i=12,..,k.

Veamos que {xnk}nEN es de Cauchy. En efecto,seae >0y K > % , paratodo k > K,
Xn, € Nk, donde Ny es una bola de centro y con radio % < % entonces si k,l > K,

Xy Xny € Ni Y d(Xn,, Xn,) < d(x,,¥) + d(¥,x,,) < %+% = % < ¢. De esta forma,

{*n,}, ., € unasucesion de Cauchy, como X es completo la subsucesion {x,,} _ es

convergente. Por lo tanto, X es secuencialmente compacto y por el teorema 2.77, se concluye
que X es compacto.

Definicion 2.80. Consideremos (X, d) un espacio métricoy T < X. Decimos que T es
totalmente acotado, si para todo r > 0 existe un conjunto finito de puntos x,, x5, .., x, € T
talque T < B(xy,7) UB(x,,7) U ...U B(x,, 1) (Herrero, 2010).

Teorema 2.81. Sea (X, d) el espacio métricoy T < X. Si T es compacto entonces T es
totalmente acotado (Herrero, 2010).

Proposicion 2.82. Consideremos el espacio métrico (X,d) y K c X. Si K es secuencialmente
compacto entonces K es totalmente acotado y completo (Maximenko, s.f.).

Demostracién. Supongamos que K no es totalmente acotado (h.a).

Sean a,, a,, ...,a, € X, existe r > 0 tal que K € U}, B(a;, 1),

Si x; € K, entonces existe x, € K tal que d (x4, x,) = r, luego existe x; € K tal que
d(xq,x3) = 1Yy d(x, x3) = 1, de manera que tenemos una sucesion {x,} € K tal que

Sin # mentonces d(x,, x,,) = r. Por otro lado, como K es secuencialmente compacto,

existe una subsucesion {xkj} de {x; } convergente en K es decir dado g > 0, existe N € N tal
que si j = N, entonces d (xk]., a) <>, dondea € K

Seani,j = N tal que i # j, entonces d (xkj,xki) <d (xk]., a) +d(a,x,) <+ =7

Esto contradice la sucesion {x;} de la forma que fue construida.
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Por tanto K es totalmente acotado, es decir cada sucesion en K tiene una subsucesion
convergente y por tanto es de Cauchy de manera que K es completo.
2.9. Funciones de variable compleja

Introducimos en esta seccion, las definiciones de funcidn de variables compleja, limite
de una funcion de variable compleja y continuidad, puesto que los fractales se pueden
desarrollar mediante funciones complejas.
Definicion 2.83. Sean D, W c C. Una funcion de variable compleja es una aplicacion
f:D - W. Ademas, se definen:
a) Dom(f) ={ze€ C/f(z) =w}Dondez=x+iy Vx,y €R.
b) Im(f)={weC/3zeD,f(z) =w}Dondew =u+iv Vu,v €R.

Observacion.
flx,y) =ulx,y) +iv(x,y), siendo Re(f(z)) =u(x,y)e Im(f(z)) =v(x,y).

Se definen el mddulo de z por ||z|| = /x? + y? y de f(z) por

If ()|l = \/Re(f(z))z +Im(f(2))” (Pérez, 2004).

Ejemplo: Si f(2) = z2 — zi, hallar Re(f(2)) y Im(f (2)).

Seaz=x+iy- flx+iy)=(x+iy)’—(x+iy)i=x*>+2xyi—y>—xi+y
fle+iy) = (*—y*+y) +i2xy —x) = Re(f(2)) = x* —=y* +,

Im(f(z)) = 2Xy — X.

Definicion 2.84. Sea f: D ¢ C - W c C, una funcion de variable compleja, z € Dom(f)
Yy z, € C un punto de acumulacién de D. Se dice que L € C es el limite de f(z) cuando z se
aproximaa z, si se cumple,

lim f(z) =LeVe>0,38§>0/si0<|[z—2z,]|<5d=|If(z) - Ll <e¢
Z—Z

(Espinoza, 2008).

Observacion. En términos topologicos el limite de la funcion es:
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Dado € > 0, existe § > 0 tal que si z € B(z,, §) entonces f(z) € B(L, €)

Teorema 2.85. Consideremos la funcion f: D ¢ C - W < C de la forma

f(2) =ulx,y) + v(x,y)i,Donde z = x + yi,zy = xo + Yoi, Wo = Up(Xq,¥o) + vo(X0, ¥0)i,

entonces lim f(z) = wy & lim Re(f(2)) = lim  u(x,y)=uyy
z-2 z-2zg (x,¥)-(x0,¥0)

lim Im(f(2)) = i v(x,y) = v, (Espinoza, 2008).

zZ—2Zg (x,y)-(x0,50)

Nota. Si el lim f(z) existe,siysolosi,3 lim u(x,y)y3a lim v(x,y)
Z—Zo (x,¥)-(x0,50) (x6¥)-(x0,50)

. . z2+1 . s _ 1. Z%+1 .
Ejemplo: Sea f(z) = —, mediante la definicion de limite, probar: lim —— = —2i

Zo—1 Z
., . . . (-D%+1 o0
Solucién. El Dom(f) = C — {—i}, evaluando el lim f(z) = f(—i) = =3
z—>—1 -

Aplicando la regla de L’Hopital tenemos: f(z) = 2z = f(—i) = —2i.

Ahora, por la definicion de limite, se tiene

2
lim 222 = —2i & Ve > 0,36 > 0/s5i0 < ||z +ill < & ~ |If(2) + 2ill < &.
Z——1
Ademas,
. z%+1 . z%+1+2zi-2 z%+2zi-1 (z+10)? .
IfF @) +2ill = |55+ 2| = [ 22222 = =22 = |2 = 0z + i < 6
zZ+1 Z+1 Z+1 Z+1

En consecuencia, ||f(z) + 2i|| < = ¢
Definicion 2.86. Una funcidn de variable compleja f: D < C - W < C es continuaen z, € D
sidado e > Oexiste § > 0tal que ||z — zpll <6 = |f(2) — f(zp)]|l < € (Pérez, 2004).
Observacion. Por la definicion de continuidad se deben cumplir las siguientes condiciones:
i) Existe f(zy) € C, es decir f(z,) # o
ii) Existe lim f(z2)
z-2p
iii) le_glo f(2) = f(zy) (Churchill y Ward, 2004).

Definicion 2.87. Una funcion f: D c C — C, se denomina uniformemente continua en D Si

Ve > 0,36 =8(e) > 0tal que paratodo z;,z, € D = ||f(z,) — f(2z,)|l < & siempre que
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llz; — z,]| < & (Spiegel etal., 2011).
Teorema 2.88. Dada una funcion continta f: D ¢ C — C. Si D es compacto entonces f es
uniformemente continua en D (Suarez, 2021).
2.10. Derivacion de funciones de variable compleja
En la seccion, presentamos los conceptos de derivabilidad de una funcion compleja en
un punto, las ecuaciones de Cauchy Riemann y de funciones holomorfas, los cuales permitiran
comprender la generacion de fractales en el plano complejo.

Definicion 2.89. Sea f: D < C — C una funcion de variable complejay z, € Dom(f). Se dice
; ; oo ' _ i @D (20)
que f es derivable en el punto z, si el limite f'(z,) = lim ————— existe (Cruz, 2017).
Z—2Z —Zo
Observacion.

0 Si 2 2 o ) iy LD

b) Otra notacion para la derivada es dfd(j")
c) Si f(2) es derivable en z, entonces f es continua en z,. Ademas, si f(z) es continua en z,,

no se garantiza que f(z) sea derivable en dicho punto (Cruz, 2017).

Ejemplo: Analizar si f(z) = " M ). 65 derivable en z = 0

Solucion: Por demostrar que f es continuaen z = 0.
Seaz=x+iy=Re(z) =x, Im(2) =y A ||Iz|| = /x? + y2.

Luego f(z) = ﬁ = £(0) = 0.

Por otro lado: lzl_r)réf(z) = « y) (0 O)f(x YY) = ll_r)r(l) (il_r)r(l) Zh/TTy) = Ll_)o (2+r) }c—%m
Entonces lirréf(z) =0 ~ f escontinuaen z = 0.
zZ—
f(@)=f(20)

Veamos si f es derivableen zy = 0 = f'(z,) = lim
Z-2Zg

Z—2Zg

Luego £(0) = lim H2LE) — 1im 2 — jim 20 — 1im 23 jim

Z—>0 z z-0zQ2+|zll) z-0 z Z—>02+||Z||
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Re(z) 1
S

1 ,. Re(z) 1 . x 1
luego -. lim ==. lim —=-,
2 z50 z 2 (x,y)—(0,0) x+1y 2

x(x—iy)
(x¥)~(0,0) x2+y% "

f'(0) = lim

1. . —i 1. 1 . : —i
Entonces -. lim (llm %) =-.liml ==y lim (hm %) =0.
2 x>0 \y-0 x“+y 2 x-0 2 y—-0 \x—-0 X“+y

Por tanto f no es derivable en z = 0.
Definicion 2.90. Sea la funcién compleja f(z) = u(x, y) + iv(x,y). Si fes derivable en
zy € Dom(f) entonces las ecuaciones de Cauchy Riemann en z, = (x,, y,) son las
definidas por: 5% (xo,¥0) = 5% (x0,¥0) § 52 (X0, ¥0) = =5 (X0, %o)
(Churchill & Ward, 2004).
Nota. El valor de la derivada en z,, se define por:
f'(20) = ux(x0,¥0) + ivx(x0, ¥0) = vy (x0, ¥0) — iuy (x0,¥0)
Ejemplo: Sea f(z) = z + iz, probar si f es derivable en algin punto de su dominio.
Solucion. Se observa que el Dom(f) =C,z=x+iy - f(z) =x — iy + i(x + iy)
Luego, f(z) =x—y +ilx—y) >ulx,y) =x—y,v(x,y) =x—y
Las derivadas parciales, son: u,, = 1,u, = —=1;v, = L,v, = -1
Ahora veamos si cumple las ecuaciones de Cauchy Riemann:
T @) = -3 xY)
Entonces f(z) no satisface las ecuaciones de Cauchy Riemann en ningln punto z € C.
En consecuencia f(z) no es derivable.
Definicion 2.91. Dada la funcion f: D ¢ C - W'y z, € Dom(f). Decimos que f es holomorfa
en z, siexiste r > 0 tal que B(zy, ) € Dy f es derivable paratodo z € B(z,, r) (Cruz, 2017).
Teorema 2.92. Si f:D c C— C es una funcion compleja y f = u + iv entonces son
equivalentes:
a) f es holomorfaen D.

b) Las funciones u, v satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann en D y sus derivadas
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parciales son continuas, es decir u, v € C*(D) (Espinoza, 2008).

Ejemplo: Sea f(z) = ||z||?z, analizar si f es holomorfa en su dominio.

Solucion: Siz=x+iy - ||z]|? =x*+y%,z=x— iy

Luego, f(2) = u(x,y) + iv(x,y) = (x> + y*)(x — iy) = x3 + xy? + i(—x?*y — y3)
Asi, u(x,y) =x3 +xy?yv(x,y) = —x?y —y3

ou — 3x2 4 2 — 20y 2V N L — 42 _ 392
Como == (x,y) = 3x* +y*, = (x,y) = 2xy; 37 (x,y) = =2xy, - (x,y) = —x* =3y
ia, 2% ov L ou =
En consecuencia, E(x' y) # 5(’6’ y); % (x,y) = o (x,y)

Por lo tanto, f(z) no es holomorfa en D.
2.11. Sucesiones de funciones de variable compleja

En la presente seccién, se desarrollaran los conceptos de sucesion de funciones
complejas, la convergencia puntual y uniforme, la acotacion de tipo puntual y uniforme y las
condiciones de equicontinuidad y de ser normal, los cuales se relacionan con la teoria fractal
como, por ejemplo, el conjunto de Julia.
Definicion 2.93. Una sucesion de funciones complejas se define como f,,: D < C — C donde
el n-esimo término de la sucesion es dado por f(n) = f,(2) = u,(2) + iv,(z) donde u, (2))
y v, (z) son funciones de variable compleja definidas en D.
Definicion 2.94. Una sucesion de funciones complejas {f;, },en Se dird acotada si existe M > 0

tal que |||l < M,V n € N, donde || £, || = supllf,,(x)|| (Espinoza, 2008).
X€ED

Definicidén 2.95. Dada una familia de funciones complejas F definida en un dominio D c C,
se dice que F es puntualmente acotada si para cada z € D se cumple

sup{llf(@)Il: f € F} < o, es decir, dado z € D existe una constante M, > 0 tal que

IfDIl <M, VfEeF.

Definicion 2.96. Decimos que {f, },.en €S puntualmente acotada en un conjunto abierto D si 'y

solo si existe una funcién positiva ¢: D ¢ C - R* tal que ||/,,(2)|| < ¢(2),Vz € D,vn € N
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(Quintana, 2022).
Definicion 2.97. Sea F = {@q}qc; una familia de funciones complejas definida en un
conjunto K < C, donde ¢,: K c C — C. Decimos que:
a) F es uniformemente acotada en K compacto, si existe un numero M > 0 tal que
o, (D<M, VzEKyVace].
b) F esequicontinua en K si para cada € > 0, existe p > 0 tal que para todo
71,2 € K tal que ||z, — 23| < p = |l9e(21) — 9o (2)]| <&, Vo, €F.
Definicion 2.98. Consideremos f,,: D ¢ C — C una sucesion de funciones complejas, diremos
que {f,,} es puntualmente convergente a una funcién f en D si para cada z € D y para todo
€ > 0, existe ny € Ntal que paratodon = ny = ||f,,(2) — f(2)|l < &.
Definicion 2.99. Dada una sucesion de funciones complejas f,, : D € C —» C. Diremos que
f» converge uniformemente a una funcion f en D si, paratodo € > 0, existe n, € N tal que
paratodon > ny, = ||f,(2) — f(2)|| <&, Vz €D.
Definicién 2.100. Sean A c C un conjunto abierto y F una familia de funciones holomorfas en
A. Decimos que F es una familia normal en 4, si para cada {f;, },eny © F existe una subsucesion

{f } c F que converge uniformemente a una funcion f en cada subconjunto compacto de
M) geN

A (Quintana, 2022).
2.12. Singularidades

En la seccién, mencionamos a los puntos singulares y sus principales propiedades.
Definicion 2.101. Sean f: D € C - W c Cy z, € D. Decimos que z, es un punto singular
de f si f no es holomorfa en z, (Cruz, 2017).
Definicion 2.102. Una funcion f: D ¢ C - W < C, presenta una singularidad aislada en
zy € C\ D siexiste r > 0 tal que f es holomorfaen B(zy,7) \ {zo}.

Existen tres tipos de singularidades:
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a) Singularidad Removible: Un punto singular z, es removible si existe lim f(z) =L € C

z-2Z

b) Polos: El punto singular z, es un polo de f si existe n € Z*/ lim (z — zy)"f(z) = a, con
ARYA)

a # 0. En tal caso, se dice que z, es un polo de orden n. Si n = 1, es llamado polo simple.
c¢) Singularidad esencial: Un punto singular z,, que no es removible ni polo es llamado

singularidad esencial (Cruz, 2017).

Z+3
(z-2)3(z-5)%(z—-3)

Ejemplo: f(z) = : es polo de orden 3 en z =2, de orden 2 si z =5y polo

simple si z = 3.
2.13. Teorema del punto fijo de Banach

En esta seccién, abordaremos una breve introduccion a la teoria del punto fijo en
espacios métricos, mostrando algunas caracteristicas y consecuencias del comportamiento de
las iteraciones de punto fijo. Este analisis permitira comprender el concepto de aplicaciones
contractivas utilizadas en la teoria de los fractales.
Definicion 2.103. Consideremos un espacio métrico (X,d)con X # @y f: X — X una
aplicacion. Dado x € X, diremos que x punto fijo de f si f(x) = x (Atencia, 2014).
El conjunto de puntos fijos esta definido como Fix(f) = {x € X: f(x) = x} (Loayza, 2006).
Figura 26.

La recta identidad interceptada con la funcion polindmica cubica, obtenemos tres puntos fijos

Ejemplo: La funcion f: R — R, definida por f(x) = x3 presenta tres puntos fijos x = 1,

x=0yx=-1.
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Teorema 2.104. Sea f:[a, b] — [a, b] una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y
derivable en ]a, b[ . Si existe un nimero k con 0 < k < 1tal que |f'(x)| < k,V x € ]a, b,
entonces f posee un unico punto fijo en [a, b] (Muto, 2011).

Demostracién. Como f(x) € [a, b] paratodo x € [a, b], tenemos a < f(a) < b,

a < f(b) < b. Definamos h(x) = f(x) —x » h(a) = f(a) —a=0,h(b) = f(b) —b <0
Sih(a) =0, h(b) = 0 — a, b son puntos fijos. Por otro lado, si, h(a) > 0y h(b) <0
Entonces h(a) = f(a) —a >0 A h(b) = f(b) — b < 0, por tanto h(a)h(b) < 0

Como h es continua, por el teorema de Bolzano, 3 ¢ € ]a, b| tal que h(c) = 0. Asi tenemos
f(c)—c=0- f(c) = c. Porlo tanto c es punto fijo de f.

Veamos la unicidad. Supongamos que existen dos puntos fijos p # g en [a,b] con f(p) =py
f(q) = q, entonces |[p — q| = |f(p) — f(q)]. Por el teorema del valor medio existe ¢ € ]a, b[
tal que f(p) = f(@) = f'@—a) = |f() = fF(@| = If'(Ollp — gl < klp —ql,

0 <k <1. Luego |p — q| < k|lp — q| y por transitividad se obtiene

lp —ql| < |p —q| (=<).En consecuencia, p = q.

Definicion 2.105. Dados los espacios métricos (X, d,.), (Y, d,,), decimos que la funcion

f:X — Y es una contraccion si existe una constante a € (0,1) tal que paratodo x,y € X se
cumple dy (f (x), f(¥)) < adx(x,y). La constante a se denomina factor de contraccion de f

(Atencia, 2014).

dy(f (¥).f (%))

Nota. Observese que, por la definicion, la razon
dx(x':V)

es menor a 1 (Loayza, 2006).

. o x? x? y2 1 2 2
Ejemplo: Si £:10,1[~ Rtal que f(x) = 5 = If () = FO) = |5 = 5| = [; & = ¥?)|
Luego [£(x) = F) = |5 (x +y)(x — )| Como x,y €]0,1[ >0 <x+y <2,

Asi, |f(x) —f(nI < %Ix — yl, con lo cual f es una contraccion con factor de contraccion ;

Proposicion 2.106. Si (X, d) es un espacio métricoy f:X — X es una contraccion, entonces

f es continua (Sabogal y Arenas, 2011).
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Demostracion. Como f es una contraccion, existe « con 0 < a < 1 tal que

d(f(x), f(y)) < ad(x,y),Vx,y € X. Seae > 0, considerando § = 2 >0y

d(x,y) <6 - d(f(x),f(y)) < ad(x,y) < ad = €. Por lo tanto f es continua.
Definicion 2.107. Consideremos un espacio métrico (X, d) y una sucesion {x,} c X.
Decimos que {x,} es una sucesion contractiva, si existe a € ]0,1][ tal que
d(xXp41,%n) < ad(x,, xp—1),VN =2
(Manayay & Tesén, 2015)
Proposicion 2.108. (Propiedad de contraccién)
Sean (X, d) un espacio métrico y {x,} una contraccién. Entonces:
D) d(xper, xn) < a™1d(xy,x) V= 2.
ii) Sim > nentonces d (x,,, x,) < %d(xz,xl) Vv m > n (Manayay & Tesén, 2015).
Demostracién. Procediendo por induccion sobre n.
i)Paran =2 - d(x3,x,) < ad(xy,x1).
Supongamos que para n es valida la desigualdad.
Paran + 1, se tiene d (X, 42, Xn41) < a™d(x2, x1) (2.6)
Por hipotesis tenemos d(xp42, Xn41) < ad(x,41,xn). Luego por hipotesis inductiva se
consigue ad (xXp41, %n) < aa™ td(xy,x1) = ad(xy,%;)
En consecuencia, d(x,42, Xnt1) < a™d(x,, x1), verificando la desigualdad (2.6).
Ast, d(xp41, %) < a d(x,,x)) V=2
ii) Supongamos que m > n, entonces por desigualdad triangular tenemos:
d(Xpm, Xp) < d(Xpp, Xp—1) + -+ d(Xpt1, Xn)
Luego, por el inciso i) tenemos,
d Qs Xm-1) < @™ 2d 03, %1); s A, %) < @71 (2, %,)

Asi, d(xp, Xm—1) + -+ d(Xpe1, %) < @™ 2d(xp, %) + -+ @™ d(xy, x1)
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Por transitividad obtenemos d (x,,, x,) < a™ 2d (x5, x1) + -+ + a™ 1d (x5, x1)
Luego, d (X, xp) < (@™ 2 + -+ a™ Vd(xy,x;)

<av(A+a+a?+-+a™ " Dd(xy x,)

1— m-n

Como(l+a+a?+--+a™™1)= entonces

1-a

1_am—n
1-a

d(xpm, x) < a1 ( )d(xz,xl) ysiendo0<a<1-a™%a™>0, a® —am™ <a"

am

Luego,

an-
a‘l’l

<1-1 —Z—T: <1-1-a™"<1 ~d(x,,x,) < %d(xz,xl) vm>n
Proposicion 2.109. Toda sucesién contractiva {x,,} es una sucesion de Cauchy

(Manayay & Tesén, 2015).

Demostracion. Por hipotesis se tiene d (x,41, X,,) < ad(xp, x,_1) 0 < @ <1,V n > 2.Porla
Proposicion 2.108 (ii) tenemos d (xp, x,) < %d(xz,xl) vm>n.

an—l

n-1
Sin — o entonces %d(xz,xl) — 0, puesto que - 0.

1-a
Asi, existe N € N tal que paratodon > Ny & > 0 se cumple %d(xz,xl) <.
Luego,sim >nym,n =N - d(xy, x,) < &.
Por lo tanto {x,} es una sucesion de Cauchy.
Proposicion 2.110. (Desigualdad fundamental de Palais para funciones contractivas)
Sean (X, d) un espacio métrico y f: X — X una aplicacion contractiva, entonces

d(x,y) < —(d(x,f(0)) +d(y.f())) Vxy€X (Maximenko,s.).
Demostracion. Por la desigualdad triangular sabemos:

d(x,y) < d(x f() +d(f(0), f ) +dF ), ) (2.7)

Como f es una contraccion entonces: d(f(x), f(¥)) < ad(x,y) , a €]0,1]
Luego en (2.7) se obtiene d(x,y) < d(x, f(x)) + ad(x,¥) + d(f(¥),¥)

Asi, d(x,y) — ad(x,y) < d(x, f(x)) + d(y, f(¥)).
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Luego, (1 — a)d(x,y) < d(x, f(x)) +d(v,f(¥)) ycomoa<1->1—a >0

. 1
En consecuencia, d(x,y) < — (d(x,f(x)) + d(y,f(y))).
Proposicion 2.111. (Unicidad del punto fijo de funciones contractivas)
Dada una funcion contractiva f: X — X en el espacio métrico (X, d), si existe x,y € X tales

que f(x) = x, f(y) = y entonces x = y (Maximenko, s.f.).

Demostracion. Por la Proposicion 2.110 tenemos d(x, y) < ﬁ (d(x,f(x)) + d(y,f(y)))

Sif(x) =xAf()=y—dxy) <= dxx)+d,¥) > dxy) <0.
En consecuencia x = y.
Definicion 2.112. Dada una aplicacion f: X — X, decimos que {x,} € X es una iteracion si
f(x,) = xp41,V n €N con termino inicial x, € X (Loayza, 2006).
Observacion.
fOG) = idy; f2(0) = f(x) o f(x) = F(FGD); f™1 () = f(x) o f(x) = f(f ()

De otra manera definimos la sucesion de iteraciones como: x,, f (xo), f2(xo), ..., f™(x0), --.
Teorema 2.113. (Teorema del Punto Fijo de Banach)
Una funcién f: X — X contractiva en un espacio métrico completo (X, d) posee un Gnico punto
fijox € X de f (Atencia, 2014).
Demostracion. Sea la sucesion x,., = f(x,) Yn € Ncon x, € X.
i) Afirmacion: {x,},ey €S una sucesion de Cauchy.
Sea {x, }nen UNa sucesion, donde: xy, x; = f(xg), x; = f(x1), oo, xp = f(xp_1),n =12, ...
Como x; = f(x1) = f(f(x0)) = f2(x0) = %2 = f2(x0) xn = f"(xp),n =12,
Tenemos, sim = 1: d(Xpy1, Xm) = A(f (o), f(xme1)) < ad (X X_1), 0 < @ <1 (2.8)

ad (X, Xm—-1) = @d(f (Xm1), f (n-2)) S €A1, Xim—2) = @?d(f (Xm-2), f (Xm—3))
Luego a?d(f (Xm-2), f (Xm—3)) < @>d (X2, Xm—3)

agd(f(xm—3)' f(Xtm-4)) < a4d(xm—3’xm—4)
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Por induccion de (2.8) tenemos d (X41, Xm) < a™d(xq,x5),m € N (2.9)
Sim > n, aplicando desigualdad triangular se tiene:

d(xp, Xm) < d(xp, Xpe1) + Ayt Xna2) + o+ dO0n_1, Xm)

De (2.9) obtenemos: d (x,,, Xp4+1) < a™d(xq, %0); d(Xps1, Xns2) < @™ 1d(xq, x4)

También: d(xp,—1, Xm) < a™ 1d(x4, x,), €N CONsecuencia:

d(xp, xp) < ad(xg,x) + a™1d(xq, x0) + -+ a™ 1d(xy, x0) (2.10)
d(xy, xp) < (@™ + a4+ -+ a™ Dd(xg, x0) =a™(1 + a + -+ a™ " Nd(xq, x0)

1—xn*1

Aplicando la serie geométrica dado por ¥7_, x* = en(1+a+--+am™m1)

1-x

1—qm 7

1-a

De modo que d(x,, x;n) < a™ ( ) d (x4, x,), por la Proposicion 2.108. item (ii) se tiene:

Si0<a<1-1—-a™"<1->d(x,x,) < %d(xl,xo), por otra parte lim a™ =0
- n—-oo

Entonces lim d(x,, x,,) = 0, por tanto {x,, },,ey €S una sucesion de Cauchy.

n,m-00
Como (X, d) es un espacio métrico completo y x € X, entonces x,, — x.

ii) Afirmando que x es un punto fijo de f. Entonces:

d(f(x),x) <d(f(x),x,) +d(x,, x),sesabe x, = f(x,-1) (2.11)
Entonces d(f (x), x,) = d(f (x), f(x,-1)) < ad(x,x,_1), f €S una contraccion (2.12)
Por transitividad reemplazar (2.11) en (2.12): d(f (x),x) < ad(x,x,_1) + d(x,, x)
Observamos que d(x,,x) - 0y d(x,x,_,) = 0, entonces d(f(x),x) =0 - f(x) = x

iii) Afirmando que el punto fijo es Unico.

Supongamos que existan x, y € X puntos fijos de f tal que x # y

Entonces f(x) = x, f(y) =y, luego

dtcy) a-l<a (=)

d(f (), f() < ad(x,y) > d(x,y) < ad(x,y) - d(x,y) =

Puesto que f es una contraccion, por lo tanto x = y.
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Interpretacion geométrica del Teorema del Punto Fijo de Banach
Sea f: [a, b] — [a, b] una funcidn diferenciable en el cual |f'(x)| < k < 1, x € [a, b] asi que
3!x € [a, b] punto fijoy V x, € [a, b] la sucesion iterada x,, = f(x,_1) convergea x, n € N
Entonces f(x) = x - y = x (funcidn identidad) A y' = f(x) =y Ny’ = x, punto fijo de f.
2.14. Continuos
En la presente seccidn se expone el concepto de continuo y sus propiedades.
Definicion 2.114. Un continuo es un espacio métrico conexo, compacto y no vacio. Un
subcontinuo es un subspacio métrico que es continuo (Sampayo, 2015).
Ejemplo.
e El intervalo cerrado [0,1], como subespacio de R con la métrica usual, es conexo,
compacto. Por lo tanto, [0,1] es un continuo.
e Lacircunferencia unitaria S* = {(x,y) € R?:x2? + y? = 1} es conexa por caminos. La
aplicacion continua ¢:[0,1] - S* definida por ¢(t) = (cos(2nt), sen(2nt)), lleva
[0,1] en S, mostrando su compacidad. Por lo tanto, S es un continuo.
Teorema 2.115. Si {X;};¢; es una coleccion de continuos, entonces []i-, X; es continuo
(Grijalva, 2013).
Teorema 2.116. Sea X un continuo y {4,, A,, A3, ... } una sucesion de subcontinuos tal que
An+q C Ay, paratodo n € N entonces el conjunto A = N, -, 4, €s un subcontinuo de X
(Grijalva, 2013).
Demostracién. Dado que A es interseccion de cerrados, por el teorema 2.46, se sigue que A
es cerrado. Como X es compacto y A es cerrado, entonces por el teorema 2.73 tenemos que A
es compacto.
Veamos que A # @. En efecto, supongamos que A fuese vacio (h.a), entonces X = X \ A es

abierto. Luego X = X \ Ny~ 4,, por las leyes de De Morgan se tiene X = U ey X \ 4,
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Como X \ A,, es abierto y X es compacto, entonces existe un subcubrimiento finito de X, es
decir X = U2 (X \ 4n,) = X\ 4p) U(X\4p,) U..U(X\ 4y, ) g S0y <o Sy
Luego X = X\ (An, N4y, N ..N Ay, ) =X\ Ay, asipues 4, =9, estoesuna
contradiccion ya que A, es un subcontinuo. Por lo tanto A # @.

Afirmamos que A es conexo. Supongamos que A no es conexo (h.a) es decirA =R U L,
donde R y L son cerrados, disjuntos no vacios de X. Como X es compacto, por el teorema
2.73, se tiene que R y L son compactos, entonces existen abiertos M y N talque M N N = @,
CONRSMYyLCN.

Por otra parte, se tiene:

U (X\4) =X \A)DUX\4)U..=X\A=X\(RUL)2X\ (MUN)

Entonces {X \ 4;,X \ 4, ... } es una cubierta abierta del conjunto cerrado X \ (M U N).
Desde que A; 2 A, 2 A3z 2 -+, entonces existe i € N tal que A; € M U N.

Como 4; es conexo, entonces A; € M 0 A; S N, supongamos que A; S M. Luego, tenemos
A=RUL=RULCA; = LS MperoL S N,entonces L € M n N, contradiciendo el
hecho que M N N = @. De esta forma, A es conexo. Asi, A es subcontinuo de X.

Ejemplo. Sea el cuadrado A; = [0,1] x [0,1] el cual es dividido interiormente en 9 cuadrados
iguales sustrayendo el cuadrado central, implicando que A, c A,, andlogamente se define
A3 < A,, por induccion tenemos 4,4, € A,, entonces definimos A = N, -, 4,, , donde cada
{A,,n € N} es un continuo y por el teorema 2.113, tenemos que A €s un continuo
(Escobedo et al., 2007).

Figura 27.

Carpeta de Sierpinski.
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2.15. Métrica de Hausdorff

En esta seccion, se analizara la métrica de Hausdorff y sus propiedades, siendo un
concepto utilizado para medir la distancia entre subconjuntos, y especialmente en los fractales.
Definicion 2.117. Considérese un espacio métrico (X,d) y A, B € X no vacios y acotados;

definimos los valores reales (Grijalva, 2013):

w(A,B) = sup {inf d(a, b)} y w(B,A) = sup {inf d(b, a)}

a€A \beB beEB \‘a€A

Observacion. No siempre se cumple que w(4, B) = w(B,A)
Ejemplo. Sean A = [0,4] y B = [8,16] en el espacio métrico (R, dg), donde d; = |x — y| es
la métrica euclidiana, calcularemos w(4, B) = sup{inf{dg(a,b): b € B}:a € A}.
El punto que minimiza la distancia de A hacia B es b = 8, por lo tanto

d(A,B) = inf{dg(a,b):b € B} = dg(a,8)
Por otro lado, el punto a € A que maximiza esta distancia es a = 0, es decir

w(A,B) = sup{d(A,B):a € A} = sup{dg(a,8):a € A} =dg(0,8) =|8—-0| =8
De manera similar, el punto a € A que minimiza la distancia es a = 4, mientras que el punto
b € B que maximiza la distancia es b = 16, con ello
w(B,A) = sup{d(B,A):b € B} = sup{dg(b,4):b € B} = dz(16,4) = |4 — 16| = 12

Figura 28.
Comparacion entre w(4,B) y w(B,A) en A = {(x,y):1 <x < 3,0 <y <3}y

B={(xy):5<x<11,0<y <8}

w8, A)

wi A, B)
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Ejemplo. Sean A = {(x,y):1<x<3,0<y<3}yB={(x,y):5<x<11,0<y < 8}

en el espacio métrico (R?,d), donde d((x1, y1), (x2,¥2)) =/ (x1 — x2)2 + (¥1 — ¥,)2.
El punto que minimiza la distancia de A hacia B es b = (5, b,) por lo tanto
d(4,B) = inf{d((ay, az), (by, by)): (by, by) € B} = d((ay,a,), (5,b,))
Luego, el punto (a4, a,) € A que maximiza esta distancia es a = (1, a,), entonces a, = b,
w(A,B) = sup{d(A4,B): (ay,a,) € A} = sup{d((al, a,), (5, az)): (a;,a,) € A}
w(4,B) =d((1,ay),(5,a,)) =4
Por otro lado, el punto (a4, a,) € A que minimiza la distancia es a = (3,a,) y el punto
(b4, b,) € B que maximiza la distanciaes b = (11, b,), donde 0 < a, < 3, el cual varia
segun la eleccion de b = (11, b,), vemos que b = (11,8) maximiza d((by, b,), (3,3)) dado
por w(B,A) = sup{d(B, A): (by, b,) € B} = sup{d((by, b,),(3,3)): (by, b,) € B}
w(B,A) =d((11,8),(33)) =9.95 - w(4,B) # w(B,A).
Proposicion 2.118. Dado (X, d) un espacio métricoy 4, B, C < X no vacios y acotados,
entonces w(A U B, C) = max{w(4,C),w(B,C)} (Grijalva, 2013).
Demostracion. Por definicion de w (A4, B) se tiene
w(AUB,C) = sup{inf{d(x,c):c € C}:x € AUB}
Como sup(4 U B) = max{sup(4), sup (B)}, entonces
w(AUB,C) = max{sup{inf{d(x, c):c € C}:x € A},sup {inf{d(x,c):ce C}l:x € B}}
w(AUB,C) =max{w(4,C),w(B,C)}
Proposicion 2.119. Si (X, d) es un espacio métricoy A, B c X no vacios y acotados,
entonces: (Grijalva, 2013)
a) w(4,B) = 0siysolosi A c B.

b) w(B,A) =0siysolosiB c A
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Proposicion 2.120. Dado un espacio métrico (X,d). Si A, B,C < X son no vacios y
acotados, entonces w(4, B) < w(A4,C) + w(C, B) (Grijalva, 2013).

Demostracién. Sean a € A,b € By c € C, por la desigualdad triangular se tiene:
d(a,b) < d(a,c) + d(c,b).Conello, d(a, b) es cota inferior de {d(a, c) + d(c,b)}

Tomando infimo sobre b € B se consigue inf d(a, b) < inf{d(a,c) + d(c,b)}
beEB beEB
Como d(a, c) no depende de b, inf{d(a,c) + d(c,b)} = d(a,c) + inf d(c, b)
beEB beEB

Asi tenemos inf d(a,b) < d(a,c) + inf d(c, b), luego tomando infimo sobre c € C
beB beB

infd(a,b) <inf {d(a, c) +inf d(c, b)} <infd(a,c) + supinf d(c,b),
beB

beEB ceC cec ceC beB

Finalmente, tomando supremo sobre a € A sup inf d(a,b) < sup {infd(a, c)+ w(C, B)}
a€A beEB a€A \ceC

Asi, w(A,B) < sup infd(a,c) + w(C,B). Porlotanto w(4,B) < w(4,C) + w(C, B).

a€A ceC

Observacion.
e Se tiene que w no es una métrica sobre los conjuntos no vacios, acotados y cerrados,
pero si es una cuasi semimétrica en los conjuntos acotados y cerrados no vacios.
En el espacio métrico (X, d) definimos la familia de conjuntos:
CB(X) = {A € X / A esno vacio, acotado y cerrado en X}
Teorema 2.121. Sea (X, d) un espacio métricoy dy: CB(X) X CB(X) — [0, > una
aplicacion definida por dy (A4, B) = max{w(A,B) ,w(B,A)} para cada A, B € CB(X),
entonces dy es una métrica en CB(X) (Grijalva, 2013).
Demostracién. Veamos que dj satisface las cuatro propiedades de la definicién 2.29.
En efecto,
i)Sean A,B,C € CB(X).Como w(A4,B) =0 A w(B,A) = 0sesigue que dy(4,B) = 0.
it) Veamos que dy(A,B) = 0siysolosiA =B

Sidy(A,B) = 0 entonces w(4,B) = 0y w(B,A) = 0. Por la proposicién 2.119 tenemos
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AcB yB C A, como A y B son cerrados, entonces A € By B c A, con lo cual A = B.
Reciprocamente, si A = B entonces A € By B € A.Como B C B, entonces A € By
BcA y nuevamente por la Proposicién 2.119 se tiene que w(A4,B) =0y w(B,A) = 0.
Por lo tanto d; (A, B) = max{w(4,B) ,w(B,A)} =0
iii) La simetria dy (A, B) = dy (B, A) se cumple puesto que el maximo es simétrico.
iv) Veamos si dy satisface la desigualdad triangular. Por la proposicion 2.120 tenemos,
w(A,B) <w(A,C)+w(C,B)yw(B,A) <w(B,C)+ w(C,A)
Por otra parte, dy (4, B) = max{w(A,B),w(B,A)}, conello
max{w(A4,B) ,w(B,A)} < max{w(4,C) + w(C,B),w(B,C) + w(C,A)}
Ademas, como max{a + b,c + d} < max{a, c} + max{b,d}, a, b, c,d > 0 entonces
dy(A,B) < max{w(4,C),w(C,A)} + max{w(C,B),w(B,C)} =dy(4,C) +dy(C,B)
Porlotanto d,(A,B) < dy(A,C) + dy(C,B).
Observacion.
La aplicacion dy (A4, B) = max{w (4, B) ,w(B, A)} se denomina la métrica de Hausdorff.
Propiedades de la métrica de Hausdorff
Definicidon 2.122. Consideremos (X, d) un espacio métrico, A € X no vacio y acotado.
Dado ¢ > 0, se define la nube alrededor de A por N'(g,A) = {x € X:d(x,A) < €}
(Grijalva, 2013).
Proposicion 2.123. Sean (X, d) un espacio métrico, A y B subconjuntos acotados y no vacios
de X. Dado € > 0, se cumplen:
a) Si a € X entonces NV (g, {a}) = B(a, €).
b) N(g,A) = Ugea B(a, €).
c)x € N(g,A)siysolosi B(x,e) N A # Q.
d)Si§ >0y 8 < e, entonces CL(NV'(S,4)) € N (g, A).

e) Si A € B entonces V' (g,4) € N (g, B).
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HN(g,A)NB #=@siysolosiN(e,B)NnA # Q.

g) Si {A;};e; es una familia de subconjuntos acotados no vacios de X tal que U;¢; 4; €s
acotado entonces NV (g, Uijer 4;) = Uier NV (€, 4;) (Barragan et al., s.f.).

Proposicion 2.124. Dado un espacio métrico (X,d) y A € CB(X). Si € > 0 entonces
N(g,A) = Ugea N (g, a) (Grijalva, 2013).

Observacion: d(x, A) < o pues A es acotado.

Demostracion.

Sea x € NV (g, A), entonces d(x,A) < &, es decir irelAf d(x,a) < &, luego existe a, € A tal que
a

d(x,ay) < &, entonces x € NV (g, ay), por tanto x € U{N'(g,a): a € A}

Por otro lado, sea x € U{INV'(g,a): a € A}, entonces existe a, € A tal que x € N (g, ay), €S
decir d(x,a,) < €. Luego d(x,A) < d(x,a,) asi pues d(x,A) < e.

En consecuencia x € N (g, A).

Proposicion 2.125. Dado un espacio métrico (X, d), paratodo A, B € CB(X) y para cada
e > 0, secumple M(g,A) UN(g,B) = N(g,A U B) (Grijalva, 2013).

Demostracién. En principio, veamos que N (g,4) U N'(g,B) € N'(g,AU B).

Six € NV (g,A) entonces d(x,A) < &, Luego, existea € A c AUB, talque d(x,a) < ¢
Conello, x € N(g,A U B), por lo tanto N'(¢,A) € N (g,AU B).

Del mismo modo, si x € NV (¢, B) entonces d(x,B) < &, existe b € B € A U B, tal que
d(x,b) < €. Luego x € V' (&,A U B), entonces N (g,A) € N (g,A U B).

En consecuencia, N (g,A) UN(g,B) € N (g,AU B).

Por otra parte, sea x € NV'(g, A U B) entonces d(x, AU B) < ¢. Asi, existe a € A U B tal que
d(x,a) < &. Se presentan dos casos:

i) Sia € A, setiene que x € N (g,A), entonces V' (g,AU B) c N (g, A).

ii) Si a € B, se sigue que x € N (¢, B), entonces N'(g,AU B) c N (g, B).

Por lo tanto, N'(s,AU B) c N (g, A) U N (g, B), mostrando el resultado.
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Teorema 2.126. Si (X, d) es un espacio métrico compacto y A, B c X son compactos no vacios
y disjuntos, entonces existe € > 0 tal que N (g,4) N N (g, B) = @ (Grijalva, 2013).
Demostracién. Supongamos que N (g,4A) N N (g, B) # @, paratodo € > 0 (h.a)

Como A y B son compactos disjuntos tenemos d(A4, B) > 0.

Para € = d(i’B) > 0, se tiene que N (g,A) N N (&, B) # @. Luego, si x € N'(g,4A) N N (g, B)

se obtieneque d(x,a) <e Va€ Ayd(x,b) <e Vb EB.
Luego, d(a,b) < d(a,x) +d(x,b) < 2¢ = d(A, B), se sigue que d(a, b) < d(4, B), lo cual

contradice el hecho que d(4,B) = inf d(a,b).
a€AbEB

Proposicion 2.127. Considérese (X, d) un espacio métrico. Si A, B ¢ X son subconjuntos
acotados no vacios y A es compacto, entonces w(A4,B) < e siysolosi A € N (g, B)
(Grijalva, 2013).

Demostracion.

(=)Seaa€eAyd(a,B) = equnbeB d(a,b), entonces d(a,B) < w(4,B) < ¢
aeA4,

Luego d(a, B) < &, es decir a € V' (g, B), mostrando que A € N (g, B).

(&) Afirmacion: N(g,B) = U{NV(5,B):0 < 6 < &}

Six € N (g, B), entonces d(x,B) < «.

Sea é > Otal que d(x,B) < 6 < e entonces x € N'(§,B), asi x € Up<s< N (8, B)
Reciprocamente, sea x € Ug<s<s NV (8, B), existe §; > 0 tal que §; < & entonces

x € V(6,,B). De esta forma, d(x,B) < §; < € y en consecuencia x € NV (g, B), con lo cual
se tiene la afirmacion.

Como A c NV (g,B), entonces A € Uycs<e N'(6,B). Asi, por la proposiciéon 2.123, existen

81,05, ..., 0, tales que A c UL, V(5;,B). Sea 6 = _max {6;} y a € A. Luego, existe algun
1=1,2,..n

ital que a € V' (8;, B), asi pues d(a,B) < §; < 6, con lo cual d(a,B) < §, paratodo a € A.
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Tomando supremo sobre A obtenemos sup {d(a,B)} < §. Asi, w(4, B) < § consiguiendo la
a€cA

desigualdad w(4, B) < ¢.

Proposicion 2.128. Si A, B c X son subconjuntos compactos no vacios de un espacio métrico
(X,d). Entonces dy(A,B) < esiysolosiA c N(g,B)y B c N (g, A) (Grijalva, 2013).
Demostracion.

(=) Como dy(A,B) < &, entonces w(A,B) < ey w(B,A) < ¢

Por la proposicién 2.127, tenemos A € N'(,B) y B € N (¢, A).

(=)SiAc N(e,B)yB c N(gA) ,entonces dy(4,B) < e.

Por la proposicion 2.127, si A ¢ NV (¢, B) entonces dy (4, B) < &, de forma anéloga
Si B c (g, A) entonces w(B,A) < &, en consecuencia dy(4,B) < €.

Concluyendo max{w (A, B), w(B,A)} < € » dy(A,B) < &.

Proposicion 2.129. Dado un espacio métrico (X,d), si A = {a} y B = {b} entonces
dy (A, B) = d(a, b) (Grijalva, 2013).

Demostracion. Por hipétesis y la definicion 2.117 tenemos

w(A,B) = sup{d(A,b):a € A} = sup{d(a,b)} = d(a,b).

Andalogamente, w (B, A) = sup{d(B,A):b € B} = sup{d(b,a)} = d(b, a).

Luego dy (A, B) = max{w(4, B) ,w(B, A)}. En consecuencia, dy (4, B) = d(a, b).
Proposicion 2.130. Sea (X, d) un espacio métricoy A, A,, By, B, € CB(X), entonces
dy(A; U Ay, By UB,) <max{dy(A;, B,),dy(A,, B,)} (Grijalva, 2013).
Demostraciéon. Sean A = A; UA, y B = B; U B, y consideremos a € A. Sia € A,,
entonces d(a, B; U B,) = inf{d(a,b): b € B, U B,}, luego por propiedad del infimo
d(a,B;UB,) = min{inf{d(a, b):b € B,},inf{d(a,b):b € BZ}}

d(a,B; U B,) = min{d(a, B;),d(a, B;)}

Asi,d(a,B) < d(a,B;) < sup{d(a,B;):a € A;} = w(A,,B;) < dy(A,,B;)

Entonces d(a, B) < dy(A4,B;), donde a € 4, (2.13)
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Sia € A,, sesigue que d(a,B) < d(a,B;) < sup{d(a,B,):a € A,} = w(A,, B,)
Luego, d(a,B) < dy(A,, B,) (2.14)
De (2.13) y (2.14), se obtiene d(a, B) < max{dy (A, B1),dy(A,, B3)}
Luego w(4, B) < max{dy(A,,B,),dy(A,, By)} (2.15)
Sib€eB,,db,A; UA,) =inf{d(b,a):a € A; U A,}
d(b,A; UA,) = min{inf{d(b, a):a € A}, inf{d(b,a):a € AZ}}
d(b,A; U A,) = min{d(b,A;),d(b,Az)}
Asi,d(b,A) < d(b,A;) < sup{d(b,A,):b € B} = w(By,A;) < dy(By, A7)
Entonces d(b,A) < dy,(B;,A,), donde b € B, (2.16)
Si b € B,, sesigue que d(b,A) < d(b,A,) < sup{d(b,A,):b € B} = w(By,A,)
Conello, d(b, A) < dy (B, Ay). (2.17)
De (2.16) y (2.17), se tiene d(b, A) < max{dy(B;,4A;,),dy (B2, A,)}
Luego, w(B,A) < max{dy(B;,A,),dy(By,A5)} (2.18)
De (2.15) y (2.18), tenemos dy (A4, B) < max{dy (A4, B1),dy (A3, B3)}
Por lo tanto, dy (A, U A,, B; U By) < max{dy (A4, B,),dy(4;, By)}.
2.16. Convergencia de la métrica de Hausdorff

En este acépite, se estudiara la convergencia de la métrica de Hausdorff, la cual define
una forma de medir la distancia entre espacios métricos que son cerrados y acotados.
Teorema 2.131. Sean (X, d) un espacio métrico, {x,,} © X una sucesiény x € X. Entonces
{x,} = {x}en (CB(X),dy) siysolosix, - xen (X,d) (Grijalva, 2013).
Demostracion.
(=) Supongamos que {x,} — {x} en (CB(X),dy). Dado ¢ > 0, existe n, € N tal que
dy({x,}, {x}) < &, paracadan = ny. Luego dy ({x,,}, {x}) = d(x,,,x) < &, por la

proposicion 2.129, mostrando que x,, = x en X.
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(&) Por hipétesis, x,, = x en X. Dado € > 0, existe n, € N tal que d(x,, x) < €, para cada
n = n,. Luego por la proposicion 2.129, tenemos d(x,, x) = dy({x,}, {x}) < €, para cada
n = n,. En consecuencia, {x,} = {x} en (CB(X), dy).

Observacion. Si {4, }neny € CB(X), diremos que 4,, » A € CB(X) si dy(A,, A) = 0 cuando

n — oo,
Ejemplo.
11
1.Sean X =[0,1] x [0,1],4,, = {(HZ)} y A = {(0,0)} para cada n € N, entonces
11
(3~ ©o.

2.Sean X = [0,1] x [0,1],A, =[0,1] X {%} y A = [0,1] x {0}. Afirmamos que 4,, = A. En
efecto, dado € > 0, existe N € N tal que% < &. Consideremos x € A, talquen > N,

entonces d(x,A) < % Asi, tenemos d(x, A) < €y por lo tanto x € V' (g, A), con lo cual,

A, € N (g A).

Ahora veamos que A ¢ NV (g, 4,)

Seax € A, dado € > 0, existe N € N tal que % < &.Luego, d(x,4,) < % paracadan > N,
logrando la desigualdad d(x, A,,) < €, lo que implica que A € NV (g, 4,,). Por la proposicion

2.128, tenemos que dy(4,,A) < £y en consecuencia 4,, — A.

Figura 29.

En el lado izquierdo se muestra la sucesion 4,, - A en X=[0,1] x [0,1]

En el lado derecho tenemos A4,, =[0,1] x {%} y A=[0,1] x {0} en X=[0,1] x [0,1]

Ay

I L L L R D, D S

P W =
S T O WO O s W, NN, N,
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Teorema 2.132. Dado un espacio métrico (X, d), {A,}me1 , {Bn}n=1 SUcesiones de conjuntos
enCB(X)yA,B € CB(X) talesque A, > Ay B, » Ben (CB(X),dy). Si A,, c B, para cada
n € N, entonces A ¢ B (Grijalva, 2013).

Demostracion. Sea € > 0, por hipétesis tenemos que

A, — Aexiste N; € N tal que dy;(4,,A) < % para cadan > N,

B, — B existe N, € N tal que dy (B,, B) < 2 para cadan > N,
Considerando N = max{N;, N}, por la Proposicion 2.128, tenemos:
dy(An, A) <>siysolosid, € N'(,A)yAc N (5, 4n), paratodon = N
dy(B,, B) < gsi ysolosi B, C N(S,B) yB C N(E,Bn), para todon > N

Consideremos m € N tal que m > N. Si a € A existe x € A, tal que d(a, x) < g
Como 4,, c B,,, se sigue que x € B,,, entonces existe b € B tal que d(x, b) < 2

Por la desigualdad triangular tenemos, d(a, b) < d(a,x) + d(x,b) < e esdecird(a,b) < &

Luego b € NV (g,a) N B, por lo cual M (g,a) N B # @ entonces a € B y por la proposicién

2.44 (ii) tenemos que a € B. Por lotanto A c B.

11 1

Ejemplo. Sean X = [0,1] x [0,1], 4, = {(3,2)}, 4 = {(0,0)}, B, = [0,1] x {3} y
B =[0,1] x {0} para cada n € N. Obsérvese que (figura29) A, € B, y A c B.

Teorema 2.133. Sea (X,d) un espacio métrico y dos sucesiones de conjuntos {A,}n=1 Y
{B,};y-1 en CB(X) con A,B € CB(X) talesque A, > Ay B,, » B en (CB(X),dy).

Si{x,} € X es tal que {x,} €A, NB, para cada n € N y existe x € X tal que x, - x
entonces x € A N B (Grijalva, 2013).

Demostracion.

Por la inclusion A,, N B, c A, se tiene que {x,} € A,, paratodon € N. Como 4,, » A en

(CB(X),dy)y x, » x en X, por el teorema 2.132 se establece que x € A. De manera

analoga, como 4,, N B,, € B,, se consigue {x,} c B,, paratodo n € N. Dado que B,, » By
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X, — x, nuevamente por el teorema 2.132 se tiene que x € B. En consecuencia, x € A N B.
Teorema 2.134. Si (X, d) es un espacio métrico compacto y {4, }n=1 Y {Bn}n=1 SON sucesiones
de conjuntos en CB(X),con A,B € CB(X) talesque A, > Ay B, —» Ben (CB(X),dy),y se
cumple que 4,, N B, # @ paratodo n € N, entonces A N B # @ (Grijalva, 2013).
Demostracion. Supongamos que A N B = @ (h.a). Por el teorema 2.126, existe € > 0 tal que
N(,A)NN(g,B) =0.Como A, » Ay B, - B, existe N; € N tal que dy(4,,4) < ¢, para
cadan = N; y N, € N tal que dy(B,, B) < ¢, paracadan = N,. Tomando N = max{N,, N,},
entonces dy(A4,,A) < ey dy(B,,B) < e paracadan > N.

Por la proposicion 2.128 tenemos que dy(4,,A) < g, conello 4, c N(g,A)y A c N (¢, A,)
y de forma analoga, dy (B, B) < ¢, entonces B, € N'(¢,B) y B € N (¢, By).

Por otra parte, como A,, N B,, # @, existe x € A, N B, esdecirx € A, Y x € B,

En consecuencia, x € N'(g,A) y x € N (¢&,B), conlocual x € N(g,A) N NV (g,B), lo que
contradice la hipotesis M (g,A) N N (g,B) = 0. Asi, An B # Q.

Observacion. Para una sucesion {4, };—-, en CB(X) definido en un espacio métrico (X, d), el
limite superior se define como el conjunto de todos los puntos x € X que pertenecen a
infinitos términos de la sucesion, es decir

lim sup A,, = {x € X / x € A, para infinitos valores de n}.

n—-oo

Proposicion 2.135. Consideremos un espacio metrico (X, d) y una sucesion {4}, en

CB(X). Entonces lim sup A,, €s un conjunto cerrado en X (Grijalva, 2013).
n—->oo

Demostracion. La inclusion lim sup A,, € lun sup 4,, es evidente.

Veamos que lum sup A, C lim sup A,,.

En efecto, six € im sup 4,, y & > 0, entonces NV'(e,x) N limsup A, # 0 .

Sea y € N(g,x) Nnlim sup A,,como y € lim sup A,, por definicion de limite superior,

para cada r > 0 existe n € N tal que V' (r,y) N 4, # @. Tomando r < &, tenemos
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N(r,y) € N(g,x). De esta forma, N (g, x) N A, # @, con lo cual x € lim sup A,.
Por lo tanto lim sup A,, es cerrado en X.

Proposicion 2.136. Dado un espacio métrico (X, d) y una sucesion {4,,} en CB(X).Sie >0
y existe N € N tal que paratodon > N, se cumple que 4, S N (%,AN), entonces
lim sup A,, € N (g,Ay) (Barragan et al., s.f.).

Demostracion. Por hipétesis, existe N € N tal que 4,, S N (E,AN) paracadan > N.

Asi, UpeyAn E N G'AN) logrando la inclusion Uy_y A, © N (e/2, Ay).

Por la proposicién 2.123 (d) tenemos m C N (g, Ay), Se sigue que,

UZ_y A, € V(g Ay) Y, en consecuencia, lim sup A, S Uy Ay.

Supongamos que existe x € lim sup A,, tal que x & m (h.a)

Entonces, existe r > 0 tal que B(x,r) N (Up=n 4,) = 0. Luego, B(x,r) N A,, = @ para todo
n = N lo cual implica que x & lim sup 4,,, que es absurdo.

Por lo tanto, lim sup A,, € m En consecuencia, lim sup A, € N (g, Ay).
Proposicion 2.137. Sean (X, d) un espacio métrico y {4, } una sucesién de Cauchy en CB(X),
entonces lim sup A,, es un conjunto acotado (Barragan et al., s.f.).

Demostracién. Como {4,,} es una sucesiéon de Cauchy en CB(X), dado € > 0, existe N € N

tal que paratodo n = N, dy(4y, 4,) < 2

Por la proposicién 2.128 tenemos que 4,, € ' (;,AN), para cadan > N y por la proposicion

2.136, tenemos lim sup A,, € N (g, Ay).
Como Ay es acotado, existe a € X y r > 0 tal que Ay < B(a,r). Si x € N(g,Ay) entonces
existe y € Ay tal que d(x,y) < e.Comoy € B(a,r) entonces d(y,a) < r. Por la desigualdad

triangular tenemos d(x,a) < d(x,y) +d(y,a) < e +r.
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Luego x € B(a, & + r) y por lo tanto V' (¢,Ay) < B(a, € + r). En consecuencia, NV (g, Ay) €S
acotado, mostrando que lim sup A,, es acotado.
Proposicion 2.138. Dado un espacio métrico (X, d) y una sucesion de Cauchy {4,,} € CB(X).

Entonces para cada € > 0, existe N € N tal que:
a) Paracadan > N,dy(Ay, Ay) < 28—2
b) Sim = N, existe una sucesion {n,} € N conm = ny, ny < nyyy Y dy(An,, An,,,) < zik

para todo k € N (Barragan et al., s.f.).
Demostracion.

a) Sea {A,} una sucesion de Cauchy en CB(X), entonces para todo € > 0, existe N € N tal

que paracadan,m = N,dy (A, Ap) < 252 . En particular, si m = N se obtiene que para todo
n=>N=dy(4y,4,) < Ziz
b) Seam > N, dado por (a). Sim = n, entonces paratodon = n; = dy(4,,,4,) < 2
Como n, > n, entonces n = n, Y dy(An,, An) < ziz , ademés se cumple que
&
dH(ATlllATLZ) < E con 7’12 > nl.
Tomemos n3 > n, de modo que n = n3, dy(Any, An) < o5 Y dy(Any An,) < 5
Asi, por construccion obtenemos una subsucesion {n, } € N tal que n, < ng4, Y
du(Any Any,,) < ;—k para todo k € N.

Teorema 2.139. Si (X, d) es un espacio métrico completo y {4,,} es una sucesion de Cauchy
en CB(X), entonces lim sup A,, # @ (Barragan et al., s.f.).

Demostracién. Por la proposicion 2.138 (b), existe una sucesién de nimeros naturales {n, } tal

que para cada k € N se cumplen n, < ng,q Y dH(Ank,AnkH) < Zik luego por la proposicion
. 1 1
2.128, se tiene A, < N(Z_k’Ank+1) Yy An,,, C N(Z—k,Ank).

. &
Para k = 1 existen x,, € A, Y xp, € Ap, tal que d(x, , x,,) < -
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Si k = 2 existe x,,, € Ay, tal que d(xy,,x,,) < 28—2 Del mismo modo para k = 3 existe

Xn, € A, tal que d(x,,,x,,) < 233 Asi, se obtiene la sucesion x,, € A, tal que
d(Xny Xnyy,) < 5 Paracada k € N.

Sit,s € N, con s < t entonces

d(xns’xnt) = d(xns’xns+1) + d(xns+1’x"s+2) ot d(xnt—1’xnt)

i
Luego, d(x,, xp,) S =+ =+ + = Xille G) — 0 cuando s, t — oo.

28 25+1 2t-1

L. - T . 1
Como la métrica es simétrica se cumple de forma analoga para A C N(z,An)-
2 k

Nk+1
Asi, {xnk} es una sucesion de Cauchy en X. Luego, por hipdtesis existe x € X tal que x,, — x
si k — oo. Entonces, dado € > 0, existe N € N, tal que x,,, € B(x, ¢) paratodo k = N.
Luego, x,, € B(x,&) N Ay, paratodo k = N,y como los indices n, son infinitos y crecientes
de A,, y contienen infinitos puntos dentro de B(x, ), concluimos que 4,, N B(x, &) = @y por
lo tanto x € lim sup A,,. En consecuencia, lim sup A,, # @.

2.17. Propiedades topoldgicas en CB(X)

En esta seccion, estudiaremos como las nociones de acotacién, completitud,
compacidad y conexidad aplicadas en un espacio métrico o en un espacio métrico de Hausdorff,
estan relacionadas con los conjuntos CB(X), E,(X) y K (X), que pasaremos a definir.
Teorema 2.140. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces son equivalentes:

a) X es totalmente acotado.

b) CB(X) es totalmente acotado (Barragan et al., s.f.).
Demostracion.
a — b) Por hipoétesis X es totalmente acotado.

Dado € > 0, existen x4, x5, ..., X, € X tal que X = U?=1B(xi’§)- Consideremos la familia de

conjuntos D = {D c {x4,xy, ..., xp}/D # @}. Obsérvese que D € CB(X).
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SeaA € CB(X),como A c X, paraa € Aexiste x;, i € {1,2,...,n}tal que a € B(x;,£/2).
Definimos D4 = {x;/B(x;,€/2) N A #+ @} y claramente D, € D. Luego, para cada a € A,

existe x € D, con d(a,x) <, por lotanto 4 € V'(e/2,Dy).
De forma anéloga, para cada x € D, existe a € A con d(x,a) < %tal que D, € NV (g/2,A).

Por la proposicion 2.128, tenemos dy (4, D) < &, conello A € By, ( Dy, €).

Como A € CB(X) es arbitrario, entonces CB(X) © Upep B, (D, &).

Asi, CB(X) es totalmente acotado.

b — a) Por hipotesis, CB(X) es totalmente acotado

Dado € > 0, existe A4, 4,, ..., A, € CB(X) tal que CB(X) = U, B(4;,¢€) y a; € A;, para
todo i € {1,2, ...,n}. Sea x € X, entonces {x} € CB(X), se sigue que {x} € Ui, B(4;, €) por
lo que existe i € {1,2, ...,n} tal que x € B(4;, €), entonces dy ({x}, 4;) < €. Luego, por la
proposicion 2.129 implica que a; € A;, entonces d(a;, x) < ¢, es decir x € B(a;, €), entonces
x € Ujz; B(a;, €). Asi resulta que X € UL, B(a;, €). Por lo tanto, X es totalmente acotado.
Observacion. Definimos a F,(X) = {A € X/A # @y card(A) < n} como la subcoleccion de
CB(X) de conjuntos finitos no vacios de cardinal acotado por n.

Afirmanos que E,(X) € CB(X). En efecto, sea A € F,(X), donde A = {a,, a,, ..., a,,} para
algin m < n, por la proposicion 2.45, se sigue que A es cerrado en X, notemos que A es
acotado no vacio, por lo tanto F,(X) c CB(X) (Grijalva, 2013).

Proposicion 2.141. Dado un espacio métrico (X, d) y sea la aplicacion f: X — F;(X) definida
por f(x) = {x}. Entonces, f es una isometria entre Xy F;(X) dotada con la métrica de
Hausdorff (Grijalva, 2013).

Demostracién. Por definicion f(x) = {x}, para cada x € X, luego por la proposicién 2.129,
d(a,b) = dy({a},{b}) = dy(f(a), f(b)) mostrando que f es una isometria entre

F,(X) = {{x}:x € X} y X. Por lo tanto, F; (X) es isométrico a X.
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Proposicion 2.142. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces F, (X) es cerrado en CB(X)

(Grijalva, 2013).

Demostracién. Evidentemente F, (X) c m resta probar que m c F(X).

En efecto, sea A € m por el teorema 2.40 existe {A,,} ¢ F;(X) tal que ,15?0 A, = A.
SiA ¢ F,(X)entonces A # {x}. Considerando x,y € A con x # y entonces d(x,y) =r >0
Asi, para §> 0 existe N € N tal que dy(4,,A) <£ para cadan = N. Por la proposicién
2.128, se cumple que A N(E,An).

Luego, si A4,, = {z,,} entonces 4 C N(g, {z,,}) obteniendo d(x, z,) < g yd(y,z,) < %

Asi, por la desigualdad triangular d(x,y) < d(x, z,) + d(z,,y) < ry Se sigue que

d(x,y) < r, que es una contradiccion. Por lo tanto, A € F;(X) demostrando que F;(X) es
cerrado en CB(X).

Observacion. Definimos K (X) = {A € X/ A es compacto no vacio}.

Proposicion 2.143. Dado un espacio métrico completo (X, d), K (X) es cerrado en CB(X)

(Grijalva, 2013).

Demostracién. Solo resta ver que K (X) < K (X). En efecto, sea A € K (X), como

K (X) € CB(X), tenemos que A es cerrado en X. Como X es completo entonces A es completo

y por el teorema 2.40, dado € > 0, existe una sucesion {A,},-, en K (X) tal que 1115210 A, =A.
Asi, existe N € N tal que dy(4,,4) < % para cada n > N. Luego, por la proposicion 2.128,
tenemos A € N'(,4,) Y An C N (5, 4). Si a €4 entonces a € N(Z,4,) Y con ello
d(a, A,) < g luego existe a, € A, tal que d(a,a,) < % Como A, es compacto, existen
a,, a,, ..., a, tal que 4,, ¢ UL, B(a;, £/2). Luego, para cada a,, € 4, existe a; tal que

a, €B (2 ai) lo cual implica que d(a,, a;) < % Por la desigualdad triangular tenemos

d(a,a;) <d(a,a,) + d(a,, a;) < & resultando que a € B(a;, €), mostrando que
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A c UL B(a;¢€). Asi, A es totalmente acotado y completo y por el teorema 2.79, A es

compacto, es decir A € K (X), mostrando que m c K (X). En consecuencia, X (X) es
cerrado en CB(X).

Teorema 2.144. Un espacio métrico (X, d) es completo si y solo si CB(X) es completo
(Barragén et al., s.f.).

Demostracion.

=) Consideremos {4, } una sucesion de Cauchy en CB(X). Por los teoremas 2.135, 2.137 y
2.139 se sigue que lim sup A,, € CB(X).

Afirmacion: lim A, = limsup A,,, €S decir, para todo r >0, existe N € N tal que
dy (A, limsup A,)) < r paratodon = N. Por la Proposicién 2.138, para {4,,} € CB(X)

Dador > 0, con & = g existe N € N tal que para cadan > N, d,(Ay, A,) < 232
Consideremos m = N, entonces para cada n = m, dy(A,,, A,) < % luego por la proposicion
2.128, se tiene A4,, N(%,Am), para cada n = m, ademas, por la proposicion 2.136, se tiene
limsup A,, € NV (g,A,), luego limsup A, S N G,Am) (2.19)
Por otro lado, segun la proposicién 2.138, existe una sucesion {n; } < N tal que m = n, y para

cada k €N ny <nyyq Y dy(An,, An,,,) <Zik. Nuevamente por la proposicion 2.128,

& - .
tenemos A, C N(z_k’Ank+1)' Luego, si x, €A, =A,, existe x, €A, tal que

d(xnl,xnz) < z

Asi, existe x,,, € Ay, tal que d(x,,, x,,) < ;—2 se sigue x,,, € A,, tal que d(x,,, x,,) < 2%
Luego, se genera una sucesion {x,, } en X tal que d(xy,, x,,,,) < zik para cada k € N.

Si consideramos s, t € N con s < t, tenemos

d(xns‘xnt) = d(xns’xns+1) + d(xns+1’xns+2) +ot d(xnt—ﬂxnt)
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1 (1)} 11\ .
d(xn,, %n,) §2i+ C b= f=51£(5), con f=sle(5) - 0 si s,t - . Luego,

s T o4 2t-1
{xnk} es una sucesion de Cauchy en X. Por la completitud de X, existe x € X tal que x,, — x
si k - oo, Obsérvese que d(xp,,x,,) < g para todo i € N. COmo x,, € 4,, Y Xp, = X
tenemos que x € lim sup 4,,.

Por otro lado, existe N € N tal que d(xnk,x) < g paratodo k > N, entonces

d(xnl,x) < d(xnl,xnk) + d(xnk,x) < % + % = ¢. Asi d(xnl,x) < &, de donde

Xn, € N (g lim sup Ay), conlo cual A,, = A, € NV (g, lim sup A,)

Luego, A,, c IV G, lim sup An). (2.20)
De (2.19) y (2.20), por la proposicion 2.128, se concluye que dy(A,,, lim sup A,) <, €s
decir, dy (A, lim sup A,,) < r, paracadan = N, de manera que {A,} converge a lim sup A,
en CB(X). Por lo tanto, CB(X) es completo.

&) Por hipotesis CB(X) es completo. Por la proposicion 2.142, se tiene que F; (X) cerrado en
CB(X), en consecuencia F; (X) es completo.

Sea {A,} una sucesion de Cauchy en F;(X) entonces {A,} es una sucesion de Cauchy en
CB(X), por la completitud de F, (X) existe A € F;(X) tal que 4,, » A en F;(X), pero A es un
singleton {x} es decir {x,,} - {x} en dy. Luego, por la proposicion 2.129, se tiene que x,, > x
en X. En consecuencia, X es completo.

Proposicion 2.145. Dado un espacio métrico completo (X, d), entonces K (X) es completo
(Grijalva, 2013).

Demostracién. Por hipétesis X es completo y por el teorema anterior CB(X) es completo.
Luego, por la proposicion 2.143, K (X) es cerrado en CB(X) y por el teorema 2.67, K (X) es
completo.

Proposicion 2.146. Sea (X, d) un espacio métrico completo y {4,,} € CB(X) una sucesion

de Cauchy. Si 4,,,, € A, paratodo n € N, entonces lim A,, = N;=, A, = lim sup A,,.
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(Barragén et al., s.f.).

Demostracion. Por la afirmacion del teorema 2.144, se tiene que lim A,, = lim sup A,, en
CB(X). Veamos que N;~; 4, = lim sup A,,. En efecto, sea x € N; -, A, luego x € A, para
todo n € N. Si B es un abierto en X con x € B, entonces B N A4,, # @, paratodon € N.

Asi, No—, A, € lim sup A,,.

Tomemos x € lim sup A,. Supongamos que x & N,-, 4, (h.a) entonces existe m € N tal
que x & A,,, es decir x € X \ 4,,. Considerando B = X \ 4,, entonces B es un conjunto
abiertoen X'y x € B, asi existe m, € N, con m, > mtal que B N 4,,, # @.

Tomando z € B N Ay, se sigue que z € X \ Ay, Y z € Ay, Y siendo m, > m, entonces

Ap, € Ap. Asi z € Ay, lo cual es una contradiccion, por lo tanto x € Ny-; A,.

En consecuencia, lim sup A,, € Ny~ 4, concluyendo que

Ny=1 A, = limsup A, = lim A,,.

Proposicion 2.147. Un espacio métrico (X, d) es compacto si y solo si CB(X) es compacto
(Barragan et al., s.f.).

Demostracion.

=) Como X es compacto, por el teorema 2.77 se sigue que X es secuencialmente

compacto, luego por la proposicion 2.82, X es totalmente acotado y completo y por los
teoremas 2.140 y 2.144, se sigue que CB(X) es totalmente acotado y completo.

En consecuencia CB(X) es compacto.

<) Por hipoétesis CB(X) es compacto. Por el teorema 2.77, se sigue que CB(X) es
secuencialmente compacto, asi por la proposicion 2.82, CB(X) es totalmente acotado y
completo. Luego, por los teoremas 2.140 y 2.144, se sigue que X es totalmente acotado y
completo, por lo tanto, compacto.

Observacion. Sea (X, d) un espacio métrico y X™ el n-ésimo producto topoldgico de X.

Definase d,; por:
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dn((xl,xZ, v Xn), V1, V2, ...,yn)) = max{d(xy,y1),d(x3, ¥2), e, d(Xp, Y)}
para todo (x4, X2, ..., X), V1, V2, oo V) € X™ (Grijalva, 2013).
Proposicion 2.148. Si (X, d) un espacio métrico y X™ su producto topolégico.
Sea f,: (X™, d;) = (F,(X),dy) una funcion definida por:
Fo(Gey, X s 1)) = {21, X2, e, X}, Paratodo (x;, x, ..., x,) € X™, entonces f; es continua
y sobreyectiva (Grijalva, 2013).
Demostracién. Claramente f,, es sobreyectiva. Veamos que f,, es continua. En efecto,
sean (xq, x5, ...,x,) € X™y e > 0, considerando 6 = € tenemos que si (y4, ¥z, ..., Vp) € X"
A (1, X2, oy %), V1, V2o oo, V) ) < 8 — max{d(xy,y1), d(xX2, ¥2), e, A, V)} < &,
entonces d(x;,y;) < &, paracada i € {1,2,...,n}.
Afirmacion: {x,, x5, ..., X} € N (&, {y1, Y2, ', Y })-

Sea x; € {xq, %y, ..., x,} paracada j € {1,2, ..., n}, observe que

d(xj, (y1, Y2 -, ¥u}) = inf {d(xj,yi):i € {1,2, ...,n}} <d(x;,y;) <e.
Asi, d(x;, {y1,¥2, -, ¥u}) < €, de manera que x; € N (&, {y1, ¥2, .., ¥»}), obteniendo la
inclusion {xq, x5, ..., x,} € N(&,{y1, V2, ) Y })-
De forma andloga, {y1, y2, ..., ¥n} € N (g, {x1, x5, ..., X, }). LUego, por la proposicion 2.128,
se consigue dy ({x1, X2, .., X0} {V1, V2o 0, I }) < €.
En consecuencia, dy ( f, (X1, X2, ) %), fu(V1, Y2, -, Yu)) < & mostrando la continuidad de f;,
en X",
Proposicion 2.149. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si F(X) = Upen F,(X)
entonces F(X) es denso en CB(X) (Grijalva, 2013).
Demostracion. Sea A € CB(X) y € > 0, como X es compacto y A es cerrado en X, por la
proposicion 2.73, se sigue que A es compacto. Luego, dado el cubrimiento abierto

UgeaN(g,a) A existe un subcubrimiento finito {NV (e, ay),..,N(g,a,)}. Asi, por la
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proposicion 2.124, se tiene que Uj=,N(e a;) = N(g {aq,ay, ...,a,}), obteniendo la
inclusion A c NV (g,{a,, a,, ..., a,}).

Por otro lado, si a; € A entonces d(a;, A) < &, con lo cual se consigue

{ay,a,, ...,a,} € N (g, A), Luego, por la proposicion 2.128, se obtiene

dy (A {ay,a,,...,a,}) < g de donde {a,, a,, ...,a,} < B(g,A), y como

{ay,a,, ...,a,} € F,(X) c F(X), entonces se obtiene que B(g, A) N F(X) # Q.

Por lo tanto m = CB(X).

Proposicion 2.150. Si (X, d) es un espacio métrico conexo, entonces F, (X) es conexo para
cadan € N.

Demostracion. Sea f,,: (X", d,) = (F,(X), dy), definida en la observacion precedente a la
proposicion 2.148. Como X es conexo, por el teorema 2.42, se tiene que X™ es conexo. Luego
por la proposicion 2.148, f,, es continua y sobreyectiva, y por el teorema 2.53, se concluye
que F,(X) es conexo.

Teorema 2.151. En todo espacio métrico compacto (X, d), el conjunto F,(X) es compacto
(Grijalva, 2013).

Demostracién. Como f,, es continuay X es compacto, por el teorema 2.74, se tiene que X™
es compacto, Finalmente, por la proposicion 2.148 y el teorema 2.75, F,,(X) es compacto.
Teorema 2.152. Sea (X, d) un espacio métrico conexo y compacto. Entonces CB(X) es conexo
(Grijalva, 2013).

Demostracion. Por hipdtesis X es conexo, por la proposicion 2.150, F,(X) es conexo para cada

n €N. Si F,(X) ={A c X/Aes finito,no vacio, |A| < n}entonces NueyF,(X) # @ asi
F(X) = U{E,(X):n € N} es conexo y por el teorema 2.41, F(X) es conexo. Finalmente, por

la proposicién 2.149, se sigue que F(X) = CB(X), mostrando que CB(X) es conexo.
2.18. Aplicaciones contractivas sobre (X)

Estudiaremos las aplicaciones contractivas en conjuntos compactos sobre una métrica
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de Hausdorff mostrando algunos ejemplos, puesto que son necesarias para generar fractales.

Definicion 2.153. Consideremos un espacio métrico (X,d), V c X novacioy f:V — X una

aplicacion. Decimos que f es una contraccion débil, si paratodo x,y € V con x # y se cumple

d(f(x), f) < d(x,y).

Definicion 2.154. Sea (X, d) un espacio métrico y V < X no vacio. Una aplicacion f:V - X,

es llamada contractiva de modulo k, si existe k €< 0,1 > tal que paratodo x,y € V:
d(f(x),f»)) < kd(x,y) (Llorente, s.f.)

Teorema 2.155. Sea (X,d) es un espacio métrico completo y f:X — X una aplicacion

contractiva de modulo k. Si x es el punto fijo de la contraccion, entonces para todo y € X se

verifican: (Adame, 2005)

@) x = lim (7).

1
b)d(x,y) < md(y,f(J’))-
Demostracién. a) Consideremos la sucesion {y,},eny € X con f*(y) = y,.
Para p = 1, por la definicion 2.107, tenemos d (¥, ¥p+1) < kd(¥p-1,p), y ademés

d (f(yp_l),f(yp)) < kd(yp-1,¥p)- Luego, se tiene la desigualdad:

d(¥p, ¥pr1) = A (f(p-1). F(p)) < kdGp-1, ) (221)

Por induccion, se sigue que d(y,, Vp+1) < kPd(yo, 1)
Por la desigualdad triangular cuando p < g, se cumple:

d(yp'yq) = d(yzwyzoﬂ) + d(yzv+1'y19+2) +ot d(Yq—l'Yq)

kP —k4
——d (¥, y1) (2.22)

< (kP + kP 4+ k) d (o, y1) = B2, K d (o, y1) =
Si p,q - o entonces d(yy,y,) = 0. Asi, {y,}nen €S Una sucesion de Cauchy en X, luego,

existe x € X tal que lim y,, = x. Por la continuidad de f tenemos:
n—->oo
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fG) = f (lim y,) = lim £y, en consecuencia f(x) = lim y.,1.

Finalmente, x = Ai_r)gof”“(y), mostrando que x = r{ijgof“(y).
b) Por la desigualdad (2.22), tenemos que d(yp,yq) < %d(yo,yl), sip<q
1-k4
Tomando p = 0, d(yo, %) < ——d o, ¥1)
Sig — oo, lim d(yo,yq) =d (yo, lim yq) =d(yy,x) < Ld(yo,yl), de donde:
q—o0 q—o0 1-k

d(yo, %) < 740, f (7o), Yo € X.
Teorema 2.156. Si f: X — X es una aplicacion contractiva en el espacio métrico (X,d) con
factor de contraccion k, entonces la aplicacion:

fiKXX) »KX), f(A) €K (X), paracada A € K (X)
Es contractiva en (% (X), dy) con factor de contraccion k (Herndndez, 2012).
Demostracion. Sean A, B € K (X), entonces:
w(f(4),f(B)) = sup{inf{d(f(a),f(b)):b € B/a € A}
< sup{inf{kd(a,b):b € B}:a € A}, donde 0 < k < 1

Como k > 0, tenemos que:

w(f(4),f(B)) < kw(4,B) (2.23)
Por otro lado, intercambiando los roles de A y B entonces

w(f(B), f(A)) < kw(B,A) (2.24)
Como dy (f(A4), f(B)) = max{w(f(A4), f(B)),w(f(B), f(A))}, de (2.23) y (2.24) tenemos:
dy(f(A),f(B)) < max{kw(A,B),kw(B,A)} = kmax{w(A,B),w(B,A)} = kdy(A, B)

De donde, dy;(f (4), f(B)) < kdy(A4, B).
Por lo tanto, f es una contraccion en (X (X), dy) con factor de contraccion k.
Teorema 2.157. Sea (X, d) un espacio métrico y {f,,}n=, un conjunto de aplicaciones

contractivas en (¥ (X), dy) con factor de contraccién k,, paracadan = 1,2, ..., m. Si la
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aplicacion F: K (X) - K (X), definida por F(A) = UjL, fn(4), V A € K (X), entonces
F es una aplicacion contractiva con factor de contraccion k = max;<;<m{k;} (Ojeda, 2012).
Demostracion. Consideremos A,B € K (X). Procediendo por induccion, param = 2
dy(F(4), F(B)) = dy(fi(A) U f>(4), fi(B) U f>(B)

< max{dy(f.(4), f1(B)), du(f2(4), £(B))}

< max{k,dy(A,B),k,dy (A, B)} < kdy(A,B)
dy (F(A), F(B)) < kdy(A, B), debido al teorema 2.130. Asi, F es contractiva con factor de
contraccion k = max {kq, k.
Supongamos que se cumple param = s con k' = max;<;<.{k;} (h.i)
Param = s + 1 tenemos dy (F(A), F(B)) = dy (USH: £,(A), USEL £.(B))
dy(F(A),F(B)) = du((Us=1 fu(A) U for1(A), (Ut fu(BI) U fs41(B)),
Por el teorema 2.130 y la hipotesis inductiva, tenemos:
dy(F(A),F(B)) < max{dy(Us=1 fn(4), U=t fo(B)), du (fsr1(A), fo11(B))}

< max{k'dy (A, B), kgy1dy (4, B)} < kdy (A, B)
Luego, F es una aplicacién contractiva param = s + 1, con k = max;<j<s+1{ki}
En consecuencia, F es una aplicacién contractiva para todo m, con k = max,<;<;,{k;}
La aplicacion contractiva contrae una figura, es decir acerca los puntos de la imagen,
mediante transformaciones elementales o transformaciones afines.
Ejemplos. a) El triangulo de Sierpinski T < R2, originado a partir de un triangulo equilatero
de lado 1.
Seaf;(T) =T;,;,1<i<3,dondeT=T,UT,UT; = f;(T)VU f,(T) U f5(T)
Los vértices del triangulo son los puntos A = (0,0), B = (1,0), C = (0.5,0.87)

P

Aplicando homotecia a f; (x,y) = (3%) tenemos que A permanece en el origen

0.5 0.87

f1(1,0) = G,O) - D= (%,0);13(0.5,0.87) = (— ) S>E= (

0.5 0.87)
37 3

3’73



Por otro lado, f, es una homotecia seguida de una traslacion f,(x,y) = (g%) + (g, 0)

seobtens 6 = (3,0)5 = (10 = 22 25

La aplicacion f; es una homotecia seguida de una traslacion vertical dada por
fs(x,y) = (5,5) + (gcos60 ,gsen60 ) = (3,3) + (3, 3)

243

Entonces H = (g,g), I = (3, .

). € = (0.5,0.87) (Adame, 2005).

Figura 30.

El triangulo de Sierpinski

b) La curva de Koch € c R?

Los vértices de la curva son 4 = (0,0),B = (1,0)

X

Aplicando homotecia a f; (x,y) = (—

S %) entonces A permanece en el origen

= (L) -c= )

_ _ ) 1/3 0
Para f, se aplica homotecia de razén 1/3: H = [ é 1/3] ;
cos 60° —sen60°
sen60° cos60°

Pty = R[] 4o = [05607 —sene0ry 1S O N[+ (147

Rotacion de 60° R = [ ] y traslacion: t = [163]

fz (x' y) _ (xcos60°—33/sen60°+1,xsen60°;-ycos60°)’ Si (x' y) _ (1’0) 5D = (z’g)
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Para f3 se aplica una traslacion t = (‘/3—§ cos30°,‘/3—§sen30°) = (%?)

cos(— 60°) —sen(—60°)] [1(/)3 193] [;] 4 [ 1/2

Entonces f3(x,y) = [sen(—60°) cos (—60°) V3/6

+ —=
3 2 3 6

)

__ (xcos60°+ysen60° 1 —xs5en60°+ycos60° = /3
(0 y) = >

)si(@y) = (1,0) > E = ,0)

Luego f,(x,y) = [163 133] [;] + [263] = (x:%z%) si (x,y) =(1,0) » B =(1,0)
(Adame, 2005).

Figura 31.

La curva de Koch es semejante a la curva de cada una de sus partes.

. ) ‘ |
. /\ | |
/ %
Jg’ \
/ A\ : J
/N | |a)

2.19. Sistema Iterado de Funciones

VAN

En esta seccidn, se define el concepto de sistema iterado de funciones, el cual constituye
una herramienta matematica primordial y aplicada en la generacién de fractales.
Definicion 2.158. Se define por un Sistema Iterado de Funciones (SIF) a una coleccién
{(X,d): f1, fo, .-, fn}, donde (X, d) es un espacio métrico completoy f;: (X,d) — (X, d) es
una funcién contractiva en (X, d) para cada i = 1,2, ...,n. La razén de contractividad del SIF
se define por k = max{ky, k5, ..., k,} donde 0 < k < 1 (Salazar, 2018).
Ejemplos.
e Sea fi(T)=T;,1<i<3, donde T=T,UT,UT;=f(T)VU f,(T)U f5(T), son

aplicaciones contractivas que generan el triangulo de Sierpinski, definidos por

) = (). £ = (439 a2+ D)

Es un SIF con factor de contraccion de § Asi, T = U3, fi(T).
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e Seafi(C)=C,1<i<4dondeC=C,UC,UC;=fi(C)Uf£,(C)U fz3(C) U f,(C),son

aplicaciones contractivas que transforma la curva de Koch y estan definidas como:

1/2 —«/§/zl [x/3 N [1/3],

AN =@ RN =g s

1/2  +/3/2 /3
—V3/2 1/2Hx \/—/6]”4( 0y =(5+33)

es un SIF con factor de contraccion de = Luego, € = UL, f;(O).

f3(x,y) =

Teorema 2.159. Sean {(X, d): f1, f>, ..., f»} un SIF con factor de contraccion k, donde
0 < k < 1, entonces:
a) Laaplicacion F: 5 (X) — K (X), definido por F(A) = UL, f;(4), paracada A € K (X)
es contractiva en el espacio métrico completo (¥ (X), dy) con factor de contraccion k,
es decir dy (F(B),F(C)) < kdy(B, (), paratodo B, C € K (X).
b) Existe un Unico conjunto A € X (X) tal que F(A) = UL, f;(A) = A. Ademas,
A= 7ll_r)go F™(B), para cada B € K (X) (Adame, 2005).
Demostracion.
a) Por hipotesis, (X, d) es un espacio métrico completo y {f;, f>, ..., fn} son contracciones en
X. Asi existe 0 < k < 1 tal que d(fl-(x),fi(y)) < k d(x,y) paratodo x,y € X, paratodo
i=12,..,n.
Como F: X (X) - K (X) donde F(A) = Uj-, fi(A), A € K (X), consideremos 4, B € K (X),
luego para todo x € F(A), existe un indice i y algun a € A tal que x = f;(a).

Luego, d(x, F(B) = inf d(x,y) = inf d(f;(a),y).
YEF(B) yeulL, fi(B).

Como f;(B) € F(B) - mf d(fi(a),y) < mf d(ﬁ(a) y) = lnf d(fi(a), fi(b))

Yefi(B

y siendo f; una contraccion con factor k tenemos inf d(ﬁ- (a),fi(b)) < kinfd(a,b).
beB beEB

Asi, d(x, F(B)) < kinf d(a, b), tomando supremo sobre x € F(A) obtenemos:
beEB
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sup {d(x,F(B))} <k supinf d(a,b) - w(F(4),F(B)) < kw(A,B), con ello

X€F(A) a€A beB
dy(F(4), F(B)) = max{w(F(4),F(B)),w(F(B),F(4))} < kmax{w(4, B), w(B, A)}
Asi, dy(F(A),F(B)) < kdy; (A, B). Por tanto F es una contraccion en (¥ (X), dy).
b) Como F: K (X) — K (X) es contractiva, para cada 4, B € K (X) tenemos
dy(F(A),F(B)) < kdy(A,B) con 0 < k < 1. Asi, existe un tnico conjunto fijo
A € KX (X) tal que F(A) = A. Afirmamos que dy(F™"(B),A) < k™dy(B,A), paratodon = 0
En efecto, procediendo por induccién. Si n = 0,dy(F°(B),A) = dy(B,A) = k°dy (B, A).
Supongamos que es valida paran — 1, es decir dy (F*1(B),A) < k™" 1dy(B, A)
Para n tenemos, dy, (F™(B),A) = dy (F(F”‘l(B)),F(A)) < kdy(F"1(B),A)

< kk™'dy(B,A) = k™dy(B, A).
Luego, dy (F™(B),A) < k™dy (B, A), tomando n — oo resulta que dy (F™*(B),A) — 0. Por lo
tanto, 15112 F™"(B) = A, paracada B € K (X).
Observacion. El conjunto fijo A € K (X), esta conforme al teorema 2.155.
Definicidon 2.160. Dado un espacio métrico completo (X, d), un conjunto A € K (X) es llamado
atractor, si existe un SIF {f3, f>, ..., fn} tal que F(A) = U}, f;(A) = A (Adame, 2005).
Observacion. Se denomina atractor al conjunto A puesto que atrae todas las iteraciones F™*(B),
para cada B € K (X).
Definicién 2.161. Sea {X, {fi, fo ...,fn}} un sistema iterado de funciones y A su conjunto
atractor. Decimos que A es autosimilar si existen aplicaciones contractivas f;: X — X tales que
A=UL,fi(4), y cada f; es una similaridad, es decir se satisface la condicion
d(f;(x), ;(y)) = k;d(x,y),donde 0 < k; < 1 (Villegas, 2014).
Observacion. Cada aplicacion f; genera una copia reducida del conjunto total A y al unir todas

estas copias se obtiene el conjunto A.
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Se denomina fractal a un objeto geométrico que presenta autosimilitud, también es llamado
atractor.

Segun Benoit Mandelbrot, un objeto es autosimilar o autosemejante si sus partes tienen la
misma forma o estructura que el todo, se presentan a diferentes escalas y pueden estar
ligeramente deformadas.

Ejemplo. El conjunto de Cantor.

Sea {R: f;, f,} un SIFy F: K (X) - K (X), donde F(4) = £, (A) U f,(A), para cada
A€ K(X), con fi(x) =zx, () =3x+2 y Co = [0,1] € K (X).

Definamos C; = F(Co) = A([04]) U £,([01]) = [0,5] u [, 1]y

C;=F(C) = fi(C) U £,(C) = 03] U[2,3] U |22 U LS, 1] y asf sucesivamente. Se

obtiene la sucesion C,, € K (R), denominado polvo de Cantor.

Cada conjunto C,, se divide en 2™ intervalos disjuntos y cerrados, cada intervalo posee una

n
longitud G) , Se representan por C,,1, Y Se cumple que C,,; < C, paratodo n € N. Asi, la
n
longitud total de C,, es la suma de las longitudes de los intervalos dados por G) . De esta

n
forma, el limite de la longitud de C,, es lim (g) =0.
n—->oo

Observacion. El conjunto de Cantor es de medida nula, es decir para cada € > 0, existe un
recubrimiento de C formado por un numero finito de intervalos cerrados tal que la suma de
longitudes de los intervalos es menor que &, el cual implica que el conjunto de Cantor no

contiene ningdn intervalo de longitud positiva.
Figura 32.

Construccién del conjunto de Cantor.
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Se observa que C,,, © C, paracadan € N. Como C,,,; C a: por la Proposicion 2.119, se
tiene que (‘)(Cn+1; Cn) =0. Luego dH(Cn; Cn+1) = max{a)(Cn+1, Cn) ’ w(Cnr Cn+1)}

dH(Cn' Cn+1) = max{O, w(C‘m C‘n+1)} = w(Cn; Cn+1)-

Asi, dy(Cy, C1) = w(Cy, C;) = sup {inf d(y, x)}. Notemosque x = 1/3 ey €< %% >

y€ECy XECq

, - . . 1
Entonces y es maximo en el centro del tercio eliminado, resultando y = -

Luego, sup {inf d(y, x)} = E — %| = % por lo tanto dy (Cy, Cy) = % con el mismo analisis
yECO X€ECq

. 1 1
se obtiene que dy(Cy, C,) = w(Cy,Cy) = @,d,{(cz, C3) = w(Cy, C3) = —

1

De forma general, se tiene que dy; (Cy, Cri1) = @0(Cn, Cri1) = 5

Figura 33.

Distancia entre C, y C,,,, del conjunto de Cantor.

Afirmacion: {C,},—, €s una sucesion de Cauchy en K (R).

En efecto si n,m € N tal que m < n, entonces dy (C,, Crp) < X%  dy(Ci, Ciyr)

Luego dy(C,,, Cp) <

1 1 1 1/1 1 1
—_t e — = ( R — )
6x3M 6x3N+1 6x3m—1 6 \3" 3n+1 3m-1

Sin, m — o entonces dy (Cy, C,,) — 0. Por lo tanto {C,,};=, €S una sucesion de Cauchy en
F(R). Luego, por la proposicion 2.145, siendo R es completo entonces F (R) es completo.
En consecuencia, por la proposicion 2.146 y el teorema 2.159, se concluye que

lim C, = N;=; C, = C, el cual es el atractor del SIF (Grijalva, 2013).

n—->oo
Ejemplo. El triangulo de Sierpinski.

Sea {R?: f,, f>, fs} un SIF y F: K (X) - K (X), donde F(A) = f,(A) U £,(A) U f3(A), para

cada A € KX (X), siendo f;(x,y) = %(x,y) folx,y) = %(x,y) + G,O) y
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fiey) =t@n + (%),

Sea S, el triangulo equilatero de lado 1, cuyos vértices son (0,0),(1,0) y (; ‘ZF) y

consideremos S; = F(S,), entonces sus respectivos vértices son (% 0) , (l ﬁ) , (E ﬁ).

4’ 4 4’ 4
seas, = (5, cyosvriss sn (1.0)(.0). (4-9). (). - 9). G369
(Z 3;/—) Asi sucesivamente, obtenemos el atractor del SIF, llamado triangulo de Sierpinski.

Figura 34.

Construccion del tridngulo de Sierpinski.

So S S, Sn

Cada conjunto S,, consta de 3™ triangulos de lados 27™. El area del conjunto S,, es

Lelxsen(60°) _ (27™)2x/3
2

Area (S,) = bzlh = , donde b es la base, h laalturay [ es su lado.

(27™)2%x/3

Como en cada iteracion obtenemos 3™ triangulos, entonces 3™ = Area (S,) = 3™ * ”

Por consiguiente, lim A4(S,) = 0 sin — oo. Por lo tanto, el area del triangulo de Sierpinski
n—-oo

se aproxima a cero. En consecuencia S,,.; C S,,.

Como S,,,, C 3; por la Proposicion 2.119, tenemos w(S,+1,S,) = 0. Asi,

dH(Sn» Sn+1) = max{w(sn+1:5n) , w(Sn: Sn+1)} = max{O, (‘)(Sn' Sn+1)} = (‘)(Sn' Sn+1)

En particular, dy (Sy, S1) = w(Sy, S1) = sup {inf d(y, x)} . Asimismo, la distancia maxima

YESy \XES,
entre S, y S, se alcanza en el baricentro del triangulo central eliminado, ese punto pertenece a
S, pero no a S;, dicho punto de S, es el mas distante de S;.

\/— V3

Luego, tenemos las relaciones: dy (Sy, S1) = w(Sy,S1) = e

; dp(S1,52) = w(S5y,5,) =
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V3

V3 .
dp(S2, S3) = w(S2,S3) = ;5 - En consecuencia, dy(Sn, Sp+1) = 0 (Sn, Spt1) = 5

Figura 35.

Distancia entre S,, y S,,,; del triangulo de Sierpinski.

So 51 S2 S3

Afirmacion. {S,,}o, es una sucesion de Cauchy en K (R?). En efecto, si n,m € N tal que

m > n, entonces tenemos la desigualdad d (S, Sp) < Y71 dy (Si, i)

V3 V3 V3 _\/5(1 1 1)

12%21 © 12427M+1 12+2m-1 12

Luego, dy (S, Sm) <

2n | gnit 2m-1

Sin,m — oo entonces dy (S, S;) = 0. Mostrando que {S,, }n—, €S una sucesion de Cauchy
en K (R?).

Por la proposicion 2.145, se sigue que K (R?) es completo. Ademas, por la proposicion 2.146

y el teorema 2.159, tenemos lim S,, = N;~; S, = S, atractor del SIF (Grijalva, 2013).

n—-oo

Ejemplo. La carpeta de Sierpinski.

Se construye dividiendo un cuadrado en otros nueve cuadrados de lado 1/3 del original y se
elimina el que ocupa la posicion central. Se repite este proceso en cada uno de los cuadrados
restantes de forma indefinida. En cada iteracion, el nimero de cuadrados se ve multiplicado
por 8 y cada de los cuadrados es 1/3 del anterior, obteniéndose un objeto geométrico “hueco”,
donde el area se aproxima a cero y el perimetro es infinito (Cruz, 2017).

Consideremos {R2: f1, f>, f3» fa> f5. for f2, fe UN SIFy F: K (X) = K (X), definido por:

F(A) = fi(A) U (A U (A U fo(AD) U f5(A) U f(A) U f7(A) U f5(A) para cada

A€ H(X), siendo fy(xy) = 3%, 3) ; fo(6) =5 (63 +(5,0);
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i y) =300 +(

wIiN

0); filey) =3y +(03):
fs@y) =360+ (5,3) foey) =3 63 + (0.5);

Fay) =:@n +(G2)Y fiey) =3 @y +(3,3).

SeaT, =[0,1] x [0,1]y Ty = F(Ty_1), k € N.

Por construccion, T; es la unién de los 8 subcuadrados cerrados de lado 1/3 que quedan. En
cada uno de ellos, se repite el proceso eliminando el cuadrado central, resultando T,, y asi
sucesivamente obtenemos el atractor del SIF llamado la carpeta de Sierpinski.

Por lo tanto T,,,, < T,, (Ver figura 36).

Como T4 € T, paracadan € Ny Tp,4q C 7‘; por la proposicion 2.119, tenemos
W(Tps1, T,) = 0, asi

dy (Tn: Tn+1) = max{w (Tn+1r Tn) ) w(an Tn+1)} = max{O, w(Tn; Tn+1)} = (‘)(an Tn+1)-

En particular, dy(T,,T;) = w(Ty, T;) = sup {inf d(y, x)}, afirmando que la distancia

V€T \ XET,

alcanza su maximo valor en el centro del cuadrado eliminado. Por lo tanto

dH(TO:Tl) = w(To,T1) = %, dH(TpTz) = (U(TpTz) = % dH(TZ;TS) = w(T2;T3) =

w3’ _6*32 y ey

1

De esta forma, paracadan € N, dy (T, Tnt1) = @ (Ty, Tpeq) = v

Figura 36.

Construccion y distancia entre T,, y T,,., de la carpeta de Serpinski.
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Afirmacion. {T,};, es una sucesion de Cauchy en K (R?). En efecto, si n,m € N tal que

m > n, entonces dy (T, Trn) < Y71 dy (T;, Tivq)

Luego, dy (T, Tpy) < 1 41 :1(i+ L o4 1)

6%3™  6x3n+1 6x3M-1 g \3n = 3n+l 3m-1
Sin,m — oo entonces dy (T, T,,) = 0. En consecuencia, {T, }y=o €S una sucesion de Cauchy
en K (R?).
Por la proposicion 2.145, K (R?) es completo. Finalmente, por la proposicion 2.146 y el

teorema 2.159, se sigue que lim T, = Ny;=, T, = T, el atractor del SIF (Grijalva, 2013).
n—-oo

2.20. Dimension fractal.

En esta seccion, se expone el concepto de dimension de Hausdorff la cual es
considerada una herramienta para determinar la dimensidn fractal de un objeto geométrico, que
describe su complejidad visual y matematica.

2.20.1 Dimension Topoldgica.

En este apartado se estudia la dimension topoldgica de un subconjunto en un espacio
n-dimensional. Ademas, se ilustraran con ejemplos en que consiste dicha definicion.
Definicion 2.162. Sea A c R"™, decimos que A posee dimension topoldgica cero, si dado
p € A existen entornos U(p, &) con g; > 0 tal que dU(p, &) N A = @, paratodo j = 1,2,3 ...
(Afonso, 2018).

Observacion. Diremos que la dimension topoldgica es cero de un conjunto B, si dado dos
puntos p,q € B tal que d(p,q) = d > 0 se cumple que B(p,e) NB =0 A B(q,e) NB=0
para todo ¢ < d.

Ejemplos.

e Six € C es un punto del conjunto de Cantor, entonces existe un entorno U, tal que

dU, N C = @. Asi, el conjunto de Cantor tiene dimension topoldgica cero.
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o Si x pertenece a un intervalo, entonces cualquier entorno pequefio de x intersecta al conjunto
en mas de un punto, por tanto, un intervalo no tiene dimension topologica cero.
(Afonso, 2018).

Definicion 2.163. Decimos que A tiene dimension topoldgica k, denotada por dim(A) =k si
top

para cada punto de A existen entornos pequefios, cuya frontera intercepta al conjunto A en un

subconjunto de dimensién k — 1 (Atencia, 2014).

Ejemplos.

e Sea I € Runintervalo I = [a,b] y x €< a,b >, considérese un entorno de x,
<x—¢gx+e>tal que d(x—¢&,x+e)nI={by,b,}.Como la frontera del conjunto

{b,, b,} es de dimension topoldgica cero entonces dim(/) =1.
top

e Dado un punto x del tridngulo de Sierpinski, se traza un circulo que lo contiene, este
intercepta al conjunto en tres puntos correspondientes a los vértices de uno de los triangulos
pequefios que conforman la construccién. Por lo tanto, la dimensién topoldgica del tridangulo
de Sierpinski es 1.

Figura 37.

Entorno de los puntos del tridngulo de Sierpinski.
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2.20.2 Medida Exterior.

En este apartado, se presentan los conceptos de espacio de medida y de medida exterior,
los cuales estan fuertemente vinculados a la definicion de medida de Hausdorff.
Definicion 2.164. Sea X un conjunto no vacio y & una familia de subconjuntos de X. Diremos
que & es una g-algebra si se cumplen:
a) 0,X €g.
b) Si A € &, entonces X \ A € §.
c¢) Dada una coleccion {4, }ney € & entonces U,-; 4,, € &.
Observacion. El par (X, %) formado por un conjunto X y una o-algebra, se denomina espacio
medible (Afonso, 2018).
Definicion 2.165. Una funcion u: & — [0, o] en un espacio medible es Ilamada medida si:
a) u(@) = 0.
b) Si {4, };- es coleccion de conjuntos disjuntos entonces p(Un=; An) = Ymeq U(A7).
Observacion. La triada (X, &, u) conformada por un conjunto X, una og-algebra sobre X y una
medida u es llamada espacio de medida.
Consideremos (X, &, 1) un espacio de mediday A € &, diremos que A es un conjunto nulo si
u(A) = 0 (Afonso, 2018).
Definicion 2.166. Dado X # @, una medida exterior es una funcioén u*: P(X) — [0, o] que
satisface:
a) u* (@) = 0.
b) Si A,B € P(X) con A < B entonces u*(4) < u*(B).
c) Dada una coleccion {A;};ey entonces p* (U2, 4;) < X2, u*(4;) (Afonso, 2018).
Proposicion 2.167. Sean J € P(X) y g:J — [0, ] una aplicacién con @ € Jy g(@) = 0.

Supongamos que existe {Aj}jeN c Jtalque X S Ujen4;. Dado A € Xy u*: P(X) - [0, 0]
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definida por u*(A) =inf{32,9(E)/E; € Jy A c U2, E;} entonces u* es una medida
exterior (Afonso, 2018).
Demostracion.
Consideremos A < X y la familia {4;};2, < J conforme a la hipétesis tal que A c U2, 4;.
i)Como @eJ y g(@) =0 entonces inf Y2, g(®) =0. Por lo tanto, p*(@)=0.
ii)SiIAcBcXyBcU2,B;,entonces A c B c U2, B;. Cada suma .72, g(B;) también
aparece en Y72, g(4;), pero hay otras familias que cubren A y no cubren B, entonces
Yie19(By) < X72, g(4;). Tomando infimo tenemos inf };2, g(B;) =inf X7z, g(4;) .
Por lotanto u*(A) < u*(B).
iit) Consideremos ¢ > 0, para cada i € N existe {El"};o=1 c J tal que 4; € Uy, EF.
Asi, 32, g(Ef) < w(A) + - Como U2, A; € U2, U, Ef entonces
WU, A) < 32, Xeq g(EF), logrando obtener (U2, A;) < 32, u*(4) + %
Por lo tanto, u*(Uj2,4;) < X2, u*(4;) + & yenconsecuencia, u*(Ui2, 4;) < X2, 1w (4).
2.20.3. Medida de Hausdorff.

En esta seccidn, se presenta el concepto de medida de Hausdorff, el cual permitira
definir y describir las principales propiedades de la dimension de Hausdorff.
Definicion 2.168. Consideremos U < R™ no vacio. Definimos el didmetro de U por

|U| = sup |x —yl.
x,YEU

Definicion 2.169. Dado un conjunto F € R™ y una coleccién numerable de conjuntos {U;};>1
con 0 < |U;| < & con & >0 para todo i > 1. Decimos que {U;} es un §-recubrimiento de F si
F c U2, U; (Garcia, 2018).

Definicion 2.170. Consideremos un conjunto F € R™ y s > 0. Para cada § > 0, definimos el
valor real H3 (F) = inf {3.i2,|U;|°/U; es un § — recubrimiento de F}.

Por simplicidad, se denotard 3 (F) = 7i€nf Yi21|U;|* , donde R  son todos los
S8,F
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& — recubrimientos de F. Definimos a H$(F) como la medida de Hausdorff s -dimensional
de F (Garcia, 2018).

Observacion. Si § se hace mas pequefio, entonces H§(F) crece y tiende a un limite cuando
8§ — 0, es decir H*(F) = m}rg(m.

Teorema 2.171. La medida de Hausdorff es una medida exterior (Garcia, 2018).
Demostracion.

Veamos que H * satisface las condiciones de una medida exterior.

i) Sea A = @, paracada § > 0 existe la familia vacia A; = @, un § — recubrimiento de @,
entonces 15 (@) < Y9, |U;|S = 0y como 5 (@) = 0 tenemos que F5 (@) = 0. Luego,
HS(D) = gl_T)ré H;5 (@) = 0. En consecuencia, (@) = 0.

it) Supongamos que A € B y sea 6 > 0 entonces

{3211U;1°/U; esun § — recubrimiento de B} < {}.72,|U;|°/U; es un § — recubrimiento de A}

Tomando infimo tenemos 7ier;g PO AR gier‘;£Z$‘;1|Ui|5 y asi, H3(A) < HF(B)
Luego, H*(A) = g%}fg(A) <HS(B) = gilrol}[g(B). Por lo tanto 75(4) < HS(B).
i) Finalmente, veamos que H (U2, 4;) < X721 H*(4;). En efecto, sean £ > 0,6 > 0.
Como H§(A;) = Rl?i Y ,|Ul| entonces 5 (A) < X2, | U
Por definicion, %72,|Uf|" < #5(4;) + 5 ylainclusion U2, 4, € U2, U, U}, se tiene,
HFWZ:4) = jnf S|V < L B0 < B2 1540 + 5= i Hi (40 +e
Asi, H5 (U2, A;) < X2, H5(A;) + € y tomando § — 0, se consigue:

gijg}fg(U&Ai) < Q%Z?iﬁf(?(fli) +e > HI(UiZ 1 A) S D2 H(A) + e

Por lo tanto, H(U2, 4;) < X2, H3(A;) concluyendo que F* es una medida exterior.
2.20.4. Dimension de Hausdorff

Dado F € R™ un conjunto no vacioy § < 1, observamos que la medida de Hausdorff
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H 3 (F) es no creciente con respecto de s.
Sit > sy {U;};en €S un §-recubrimiento de F, entonces |U;| < &
Luego, tenemos |U;|* = |U;|*~*|U;|* < 8*7°|U|° = XinalUsl* < 857° Xina U |°

tomando infimo, se consigue la desigualdad jienf Y2 Ut < 8t 7i€nf Yicq|Ui°
6, F v

Por lo tanto, 75 (F) < 8§~ H;5 (F). Como la medida de Hausdorff es finita
(H*$(F) < o), entonces existe una constante M > 0 tal que H3(F) < M. Asi

HE(F) < 64SM. Tomando § > 0y t —s > 0, con lo cual girrol}fg(F) =0->HF)=0.

Por lo tanto, si HS(F) < oo » H*(F) =0 para t > s. Por otra parte, sis—t <0y § - 0
entonces 857t - 0. Luego S§STEHE(F) < HI(F). Como Hi(F) =M >0, entonces

lim §5M < Lim H5(F) > 0o = F(F). Con ello, si 3(F) > 0 » H*(F) = oo,

Observacion. La medida de Hausdorff #(F) disminuye cuando s aumenta, es decir

Sis; <s, » H5'(F) = H"2(F).

En la Figura 38 el valor critico de s es originado cuando H'S cambia de oo a 0. Dicho valor se
denomina dimension de Hausdorff de F y serd denotado por dimy (F) (Garcia, 2018).
Figura 38.

HS(F) frente a s para un conjunto F.

&5 F

H*[F)

° alerm g F

Definicién 2.173. Sea F € R", la dimension de Hausdorff de F es el nimero real dimy (F) que

satisface la siguiente condicion:
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dimyF = inf{s = 0: H*(F) = 0} = sup{s = 0: HS(F) = oo}
Es decir,

sepy _ (@ si0<s< dimyF
H (F)_{O si s > dimyF

Observacion.

Si s = dimyF, entonces H °(F) puede ser igual a cero, infinito o satisfacer la condicion
0 < H*(F) < oo (Garcia, 2018).

Ejemplo. El intervalo ]0,1[c R, tiene dimension de Hausdorff igual a 1.

En efecto, sea F =]0,1[ , entonces por definicion, H5 (F) = inf{3;»1|U;|° /{U;} es un

&-recubrimiento de F}. Si § = =, y definido el §-recubrimiento U; = [Q i] y § = 0 cuando

. ;- .. 1 .
n — oo, se obtiene el infimo de los recubrimientos. Como |U;| = ~yconn intervalos U; se

S
cubre F. Con ello, se tiene HS(F) <n (%) = = Luego HS(F) = lim 75 (F) = lim %
- n—-oo

n

Se presentan tres casos:

a) Sis = 1entonces H1(F) = lim = = 1.

n-oocon

b) Cuando s < 1 entonces lim — = oo,

n—-oon
c) Finalmente, si s > 1 tenemos que lim — = 0.
n-oon
En consecuencia, dimyF = 1.

Ejemplo. El conjunto de Cantor posee dimension de Hausdorff igual a gE ; En efecto, como

cada conjunto {C,,} en el conjunto de Cantor se divide en 2™ intervalos disjuntos, cerrados y

n
de longitud G) . Tomando un §- recubrimiento de C, siendo § = 37" = |U;|, tenemos que
S
H3(C) = inf{Qi»11U;|° / {U;} es un §-recubrimiento de C} = 2" (sin) y ademas,

H35(C) =limH3(C) = lim ﬂ, donde el valor de s depende cuando #5(C) de oo “salta” a
6-0 § n—oo 3N
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n n

. . 2 . . . . 2
cero. Luego, si s = 0 entonces lim — = oo y si s = 1 implica que lim — = 0.
n—oo 3N n—oo 3™
Por lo tanto, 0 < dimyC < 1 la dimension no es un nimero entero,

/ . 1 . 2n .
Ademas, si s = ~entonces lim — = oo, con lo cual %2 < dimyC < 1, por lo tanto, el valor de
n—-0oo

. 2n , .
s se obtendra cuando — = 1 si y solo si
3‘".5

2" = 3™ o log(2™) = log(3™) < nlog(2) = nslog(3) & s = :Zzg .
Asi, se presentan los casos:
a) Sis= 08(2) (C)—llm——hm—nzl
log( ) 3ns n—oo 2™ '
0g(2) 0.
log(3)
. . 0g(2)
c) Finalmente, si os(3) 0.
En consecuencia, dimyC = log(z) (Garcfa, 2018).
log(4)

Ejemplo. La curva de Koch tiene dimensiéon de Hausdorff igual a En efecto, cada

log(3)’
n
conjunto {K,cn} en la curva de Koch se divide en 4™ segmentos de longitud G) , asi para
§ = 37" = |U;|, tomando el §- recubrimiento de K, tenemos:
S ; s imi n(L)° 4"
Hs(K) = inf{>i>1|1U;|°: {U;} es un §-recubrimiento de K} = 4 (3—n) =—

3ns’

Asi, H5(K) = 11m 7—[5 (K) = 11m eI valor de s depende cuando H S(K) pasa de oo a cero,

.. . . N 4m p
y de forma similar al caso anterior, el valor de s se obtendra de la siguiente forma Pl 1siy

_ log(4)

solo si 4™ = 3™ & log(4™) = log(3™) < nlog(4) = nslog(3) & s = os(3) Asi, cuando
__log(4) s T ﬂ EERT ﬂ _ log(4) s _ 4"
= 1og3) = H(K) = 1{1_{{)10 = = 7111—{?0 =L Cuando s < os(3) =>HS(C) = hrn N —5 =00
y cuando s > 2= = 10e@ _, 305(C) = hm Z_ = 0.Por lo tanto, dimyK = log(4)  (Garcfa, 2018).

0g(3)
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log (3)

Ejemplo. El tridngulo de Sierpinski posee dimension de Hausdorff igual a os ('

Cada conjunto {T,en} del triangulo de Sierpinski se divide en 3™ triangulos y cada lado del

triangulo es de longitud G)n Tomando un §- recubrimiento de T, con § = 27" tenemos que
|U;| = 27"y H3(T) = inf {3;51|U;|°: {U;} es un §-recubrimiento de T} = 3™ (zin)s

Asi HZ(T) = (lsiir(l) HZ(T) = 111}){)10;—; y siguiendo los razonamientos anteriores, el valor de s
se determina cuando 23—;: = 1siysolosi3™ =2™ « log(3™) = log(2™), es decir,

_ log(3)

1083) De esta forma, si s = 222 entonces
log(2) log(2)

nlog(3) = nslog(2) & s =

log(3)
log(2)

log(3)
log(2)

s = i i = i ﬁ — s T i _ .
H3(T) _,llll?ozns_,lllﬁlosn =1, cuando s < = HS(T) _%mzm =ooysi s>
n
Entonces #(T) = lim — = 0. En consecuencia, dim, T = &
n—oco 218 log(2)
log (N)
log (r(N))’

Definicion 2.173. Se define la dimension fractal como el cociente D = — donde N es

el niumero de partes en que se descompone la figura 'y r(N) es la razén de similitud de cada
una de las partes del total (Garcia, 2018).
Ejemplo.

e El tridangulo de Sierpinski se descompone en tres partes iguales escaladas a razon %2, asi

log(3) _ —log(3) _ log(3)

1
N =3 yr(N) = LUGgO, D= - log(%) - —log(2) - log (2)'

e La carpeta de Sierpinski se descompone en ocho partes iguales escaladas a razén de

__log(8) _ —log(8) _ log(8)

1/3,ast N =8y r(N) =1/3,conlocual D = log(2) ~ —log(3 ~ log (3

2.21. Introduccidn a los sistemas dinamicos.
La dinamica de sistemas no lineales, como los generados por polinomios en variable

compleja, esta relacionada con la generacion de fractales a través de la autosimilitud.
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Definicion 2.174. Sea f: A — C una funciény z, € A. Definimos la oOrbita de z, por f como
el conjunto de puntos dado por Orb(z,) = {zx = f*(z,)/k € N}. El punto z, es denominado
el punto inicial o condicion inicial (Quintana, 2022).
Definicion 2.175. Dada una funcion f: C — C, se dice que z, € C es un punto periodico de f, si
existe p € N tal que fP(z,) = z,. EI minimo valor de p es denominado p —periodo de z, en
f. Unp ciclo en z, se define como: (Gonzalo, 2019).

0rb(zy, f) = {20, f(20), f?(20), ..., fP"1(29)} p: es el menor entero positivo.
Observacion. EI conjunto de puntos p-periodicos de f se denota por Per, (f).
Definimos el conjunto de puntos periddicos de f como Per(f) = U;ey Per;(f) y el conjunto
de puntos fijos se denotara por Fix(f).
Propiedades.
a) Todo punto periodico es un punto fijo de f?, es decir si z € Per,(f) - fP(z) =z
b) Un punto no puede tener dos periodos distintos, asi Per, (f) N Per,(f) = @ sip # q.
¢) Siz € Per,(f) = fP(2) € Pery(f). Asi, f(Per(f)) = Per(f) es decir Per(f) es
invariante bajo f.
d) Cada Fix(f?) esta contenida en el conjunto de puntos periodicos Per, (f), es decir
Fix(f?) € Per,(f) — Up=q1 Fix(fP) < Per(f)
e) En cualquier parte del espacio, se pueden encontrar puntos periodicos, es decir el sistema
tiene comportamientos repetitivos. Es decir, W(f) =X.
Ejemplo. Sea f: C — C definida por f(z) = z? — 1y el punto z, = 0. Tenemos que
0(zy, f) ={0,-1,0,—-1,0,—1, ...}. Asi, Per,(f) = {0, —1}.

Definicion 2.176. Consideremos una funcion f: C —» Cy z € C. Se define el conjunto w-limite
de fenz porw(zf) = {w € C/existe {pj};o_ltal que lim fPi(z) = w} (Gonzalo, 2019).
= j—ooo

Observacion. Si w € w(z, f) entonces w atrae a la orbita Orb(z, f).
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Definicion 2.177. Dada una funcion f: C - C y conjunto A < C, decimos que A es invariante
bajo f, si paratodo z € A se cumple que fP(z) € A, para cada p € N. (Gonzalo, 2019).
Definicion 2.178. Dados f: C - Cy A < C un conjunto invariante bajo f, se define la cuenca
de atraccién de A como el conjunto B(A) = {w € C /w(z, f) € A}, es decir es el conjunto de
puntos z € C cuyas orbitas al ser iteradas por f terminan en A (Gonzalo, 2019).
Definicion 2.179. Un atractor es un conjunto cerrado A con las siguientes propiedades:
a) El conjunto A es invariante.
b) El conjunto A atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales, es decir dado un conjunto
abierto U contenido en A tal que si z(0) € U, entonces la distancia entre z(t) y A tiende a cero
cuando t tiende a oo y A atrae a toda trayectoria que comienzan cerca de él.
c¢) El conjunto A es minimal, es decir no existe ningun subconjunto propio de A que cumpla
las dos condiciones anteriores (Garcia, 2021).
Definicion 2.180. Sean f: C — C una funcién y un z, € C punto perioédico de periodo p. Se
define el multiplicador de z, en f como A = (fP)(z,) donde (fP)’ es la derivada de la funcion
f? en el punto z,. El punto z,, segun el valor de A, se clasifica como:

e SUper atractor, si A = 0.

e Atractor,si 0 < 1] < 1.

e Repulsor, si |A] > 1.

e Indiferente, si |[A| = 1 (Cruz, 2017).
Definicion 2.181. Un sistema dindmico es un par (X, f), donde X es un espacio métrico y
f:X — X esunaaplicacion en X (Quintana, 2022).
Definicion 2.182. Un sistema dindmico (X, f) se dice transitivo si para todo € > 0 y para cada
X,y € X existe z € X cuya orbita por f contiene un punto a distancia menor que € de x, y en
otra iteracion, un punto a distancia menor a ¢ de y, es decir la drbita de z puede acercarse a

cualquier punto del espacio X (Quintana, 2022).
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Definicion 2.183. Decimos que un sistema dinamico (X, f), posee dependencia sensible
respecto a las condiciones iniciales, si existe A > 0 tal que paracada x € X ydado e > 0, existe
y € Xcond(x,y) < e y ademas existe p € N tal que d(fP(x), fP(y)) > 4, es decir puntos
muy cercanos pueden separarse al iterar la funcién (Quintana, 2022).
2.22. Conjunto de Julia.

Los conjuntos de Julia son fractales formado por puntos del plano complejo, cuyo
comportamiento dindmico es cattico, obtenidos al iterar una funcién holomorfa.
El conjunto de Julia de una funcién f: C — C definida por un polinomio complejo de grado
mayor o igual a 2, sera denotado por J(f).
Observaciones.
i) Si f(z) = c (polinomio de grado cero) entonces f™(z) = c paratodo n € N, por lo tanto, la
sucesion {f™},en €s normal en todo punto del dominio. Asi, el conjunto de Julia es vacio,
puesto que la sucesion de puntos que lo genera no es normal.
ii) Si f(z) = z, entonces f™(z) = z, para todo n € N, por lo tanto, la sucesion {f™},en €S
normal en todo punto del dominio. En consecuencia, para este caso, el conjunto de Julia es
vacio (Quintana, 2022).
Teorema 2.184. Sea f una funcién holomorfa y z, un punto fijo atractor, entonces existe un
disco abierto D(z,, r) tal que para cada z € D(z,, 1), se cumple f™(z) € D(z,,r) para todo
n € N. Ademas, ,lflﬁ f™(z) = z, (Quintana, 2022).
Demostracién. Como z, es un punto fijo atractor de f, entonces f(z,) =z, Y |f'(29)| < 1.

If (2)=f(20)]

T—" <1, y siendo f’es continua en z,, existe » >0 y una
—40

Luego, £ (z0)| = Jim

constante |A| < 1 tal que si|z — z,| < r, se obtiene que:

1f(2) = f(z)| S Az =29l = |f(2) =20l S Alz— 20l < Ar <7
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Resultando que f(z) € D(z,, 1), es decir D(z,,r) €s invariante por f. Luego, por induccién
tenemos:
Paran =2, |f%(2) = f(20)| = If*(2) — 2ol S Alf(2) — 20l S A%|z — 20l < A?r <7
Suponiendo valido para n, tenemos paran + 1

1f"1(2) — f(z)| < Af™(2) — zo] < AA'r = A r < 7.
Por lo tanto, f™(z) € D(z,, ) paratodon € N.

Si A™ - 0 cuando n — oo entonces lim |f™(z) — z,| < lim A™|z — z,| = 0.
n—oo n—oo
En consecuencia, lim f™(z) = z,, paratodo z € D(z,, 7).
n—-o0o

Proposicion 2.185. Dada f: U c C — C una funcion holomorfa con U abierto y z, un punto
fijo repulsor. Entonces existe un disco abierto D(z,, ), tal que para todo z € D(z,, 1) \{z,}
existe n € N tal que f™(z) € D(z,,r) (Quintana, 2022).

Demostracion. Por hipotesis sobre z, tenemos que f(z,) =2z, Y |f'(z5)| > 1. Luego
f'(zy) # 0. Asi, por el teorema de la funcion inversa aplicada en z, € U existen discos

abiertos D(zy, 1) Y D(f(2,), s) tales que f es biyectiva entre esos discos y ademas su inversa

local es dada por g = =% D(f (2),5) = D(20,7), Y 9(f(20)) = 2, cON

1
f’(Zo)'

@G°f)(z) = g’(f(zo)) f'(zo)=1- g’(f(zo)) =
Como |f'(zg)| > 1 - |g’(f(zo))| < 1ysiendo g’ es continua en f(z,), existen s’ > 0y una

constante |A| < 1 tales que |f(z) — f(z5)| < s'. Con ello, tenemos:

19(f(2)) = g(f 2o))| < Af(2) = f(2)| < 25" < 5" = |g(f(2)) = g(f (z0))| < '

Por los célculos del teorema 2.184, se sigue que |g™(f(2)) — g(f (z0))| < A*f(2) — f(zo).
Tomando 7lll'j{.ﬂg"(f(Z)) - 9(f(z)| < Lim 2*|f(2) = f(20)| = 0.
Por lo tanto rlfl?o 9" (f(2) = g(f(zy)) paratodo f(z) € D(f(z,), ).

Supongamos que existe z € D(z,, 1) \{z,} tal que f™(z) € D(f(z,),s) paratodon € N (h.a)
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Entonces para cada n, tenemos que g™ (f"*1(z)) - z, cuando n — .

Como g es la inversa local de f, se cumple que g(f(z)) = z para todo z € D(z,, ), entonces

9g(f"(@) =f"z) » g™"(f"(2)) = z paratodo n € N.

Por lo tanto g"(f"*1(2)) = f(2). Luego f(2) = lim g"(f"*'(2)) = 70, asi f(2) = f (z),

lo que contradice el hecho que z # z,.

En consecuencia, no existe ningln punto z # z, cuya orbita permanezca en D(z,,r), con lo

cual se demuestra el resultado.

Definicion 2.186 Sea f: C — C una funcion polinomial de grado d > 2. Se define el conjunto

de Julia generado por £ al conjunto Jo(f) = {z € C/ {f*(2)}k»o N0 es normal en z}.

El complemento de J,(f) es llamado conjunto de Fatou, denotado por Fy(f) = C\J,(f)
Fo(f) = {z € C/ 3V abierto que contiene a z y {f*(2)}i»o s normal en V}

Obsérvese que Fy(f) es abierto, por ser una unién de conjuntos abiertos (Quintana, 2022).

Proposicion 2.187. Dada una funcion polinomial f:C - Cdegradod > 1,

f(2) =ay+a;z++agz%conay; # 0y A > 1(A € R), entonces existe r = r(d; a;) > 0

tal que si |z| > r se cumple que |f(z)| = A|z| y ademas, (}im |f%(2)| = o (Quintana, 2022).

Demostracién. Sea f dada en la hip6tesis. Obsérvese que:
f@)=ap+az+-+ag_ 2%t +ay2z% > agz% = f(z2) — (ag + a1z + -+ ag_,z% 1)
Como |A| = |(A+ B) — B| < |A + B| + |B|, tenemos que

lagz?| = If (@) — (a0 + a1z + -+ ag-1z* D < |f (D] + lag + -+ + ag-12%7"|
Sik<d-—1-|z|f <|z|* . Luego tomando |z| > 1conk = 0,1, ...,d — 1, se obtiene

|aal—1||Z|d_1 + -+ |aqllz] + |ao| < (lag—1| + -+ |aq| + |ao|)|Z|d_1

Con lo cual resulta, |agz?| < |f(2)| + (lag_1| + -+ la;| + lag))|z|22.
Considerando € = Y% a;, tenemos que |azz¢| < |f(2)| + %4 a; |z]%~7, entonces

lagllz?] < If (@) + Clz|* !y conello, |agl|z?| — Clz|*™ < |f(2)I.
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Entonces [z|4"(|aqllz] — C) < |f(2)I.

Para que C sea positivo y crezca mas rapido que |z|, se debe cumplir que |a,4]|z| — C = lagllzl

da
Por lo tanto, |f(2)| = |Z|d—1|adzﬂ SIf)] = Zladl_

, c Cc Cc
Asi, lagllz] >C-|z| = 2 ,desde que |z| > 1y |z| > 2—, tomando r = max {1, 2—}
2 lagl lagl lagl
d d-1 d-1
tenemos para |z| > r, 2 Zlad' = 'ad”ZL LIREN 'ad”Z|2 2l > 2zl y conello |£ (2)] = Alzl.

En consecuencia, |f4(z)| > A%|z| y, por consiguiente, Cgim |f%(2)| = o, puesto que 1 > 1.

Definicion 2.188. Decimos que una funciéon f:U c C — C es meromorfa en U si f es
holomorfa en U, excepto en ciertos puntos aislados o singulares, es decir la funcién crece sin
limite de forma regular y no cadtica.

Proposicion 2.189. Sea F una familia de funciones meromorfas definidas en U c G, si existe
un conjunto de tres puntos distintos a4, a,, a; € C tal que f(z) # a;, i = 1,2,3 para cada

z € U y paratodo f € F, entonces F es normal (Cruz, 2017).

Proposicion 2.190. Si f: C — C es un polinomio de grado d > 2, entonces el conjunto de Julia
Jo(f) es no vacio (Quintana, 2022).

Demostracion. Supongamos que Jo(f) = @, entonces Fo(f) = C es decir {f*(2)}x0 €S
normal en todo C. Por la proposicion 2.187, existe R > 0 tal que si |z| > R, entonces

|f(2)| = A|z| con A > 1. Asi, tenemos que ’gim |f¥(2)| = oo y por condicion de familia de

funciones meromorfas, esta no puede ser normal en todo C, es decir tiende al infinito en
algunas regiones y es acotado en otras, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, J,(f) # @.
Proposicion 2.191. Dado un polinomio f:C —» C de grado d = 2, entonces el conjunto de
Julia J,(f) es compacto (Quintana, 2022).

Demostracion. Como el complemento de J,(f) es abierto, entonces J,(f) es cerrado.

Sea f(z) = ag + a;z + -+~ + a4z%, por la proposicion 2.187, existe r > 0 tal que si |z| > r
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entonces Igimlf"(z)l = oo y el conjunto abierto D = {z € C/ |z| > r}, es laregion exterior del

disco D(0,7),donde {f*},en converge uniformemente al infinito en D, de modo que

{f*(2)}ks0 €s normal en D, por ello D © Fy(f), entonces J,(f) < C\D con lo cual

Jo(f) c W mostrando que J,(f) es acotado. Asi, J,(f) es un conjunto cerrado y acotado
de C por lo tanto, compacto.

Proposicion 2.192. Dada una funcion polinomial f: C — C de grado d > 2, se cumplen:

a) Jo(f) es invariante bajo f es decir si z € J,(f) entonces f(z) € J,(f).

b) Siw € Jo(f) y V es un entorno de w, entonces W = Uj-, f¥(V), satisface W = C o

W = C\{z,}, donde z, & J,(f) (Quintana, 2022).

Proposicion 2.193. Dada una funcion polinomial f: C — C de grado d > 2, entonces el interior
de Jo(f) es vacio (Quintana, 2022).

Demostracion. Supongamos que existe un abierto V # @ tal que V c J,(f) (h.a). Entonces
W) c Jo(f) paracada k € N y por la Proposicion 2.192 (b), tenemos que

U=, FE(V) < Jo(f) de donde Us-, f*(V) =C o Uy, f¥(V) = C\{z,}, lo que contradice la
compacidad de J,(f). Asi, J,(f) posee interior vacio.

Proposicion 2.194. Dada una funcion polinomial f: C — C de grado d = 2. Si w es un punto
fijo atractor de f, entonces dB(w) = J,(f), donde dB(w) es la frontera de la cuenca de
atraccion de w (Quintana, 2022).

Demostracién. 2) Consideremos z, € J,(f), por la proposicion 2.192 tenemos que

*(zo) € Jo(f) paratodo k > 0, asi la orbita {f*(z,)}x>1 N0 converge a un punto fijo atractor,
es decir z, ¢ B(w).

Sea V un entorno de z,, entonces W = Uy, f*(V) es decir W = C o W = C\{z,'}, donde
zy" & Jo(f). Como B(w) es un conjunto abierto y no vacio, entonces W n B(w) # @, entonces

existe k € N tal que f*(V) € B(w). Luego, existe v, € V, con f*(v,) € B(w), es decir
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vy € B(w). Por lo tanto, V. n B(w) # @,y como z, € V y z, & B(w) se concluye que
z, € dB(w). En consecuencia, J,(f) c dB(w).
C) Sea z, € dB(w) y supongamos que z, & J,(f) (h.a). Entonces existe un entorno V de z,,
donde {f*(V)}s0 €5 Normal, es decir existe una subsucesion que converge uniformemente en
compactos de VV a una funcion holomorfa o al infinito. Como V n B(w) # 0, las iteradas de f
convergen a w y asi, la subsucesion converge a w en todo V. En consecuencia, todo punto de
I tienen orbita que tiende a w es decir V < B(w), es una contradiccion pues z, € dB(w). Por
tanto z, € J,(f).
Observacion. La funcion polinomial £.(z) = z% + ¢
La construccion del conjunto de Julia esta dada por z, = z : punto inicial y ¢ = a + bi, dado
por:
21 = fo(29) = 20> + ¢
2 = fe(z1) = (z1)* +c = (2° + O)* + ¢
z3 = fe(z2) = (2)* +c = ((z* +O)* + )’ + ¢

En general, se cumple z,,, = f.(z,) = z,% + ¢ (Atencia, 2014).
2.22.1 Conjunto de Mandelbrot

El conjunto de Mandelbrot surgi6 desde el analisis de la dindmica compleja, un campo
de estudio, abordado por los matematicos franceses Pierre Fatou y Gaston Julia a principios
del siglo XX.
Definicion 2.195 El conjunto de Mandelbrot M esta formado por valores ¢ € Cy el
punto inicial fijo z, = 0. La orbita del punto inicial fijo es obtenida por la iteracion de la
funcion f.(z) = z? + ¢, y de manera recursiva se cumple que z,.; = z,% + c.
El conjunto de Mandelbrot esta definido por:

M={ceC/3s>0,tal que|f,"(0)] <s,Vn €N}

Es decir, la orbita de cero esta acotada (Garcia, 2018).
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Observacion.
e Un punto c pertenece a M si y solo si la sucesion no es divergente al infinito.
e Los puntos c en M generan conjuntos de Julia de tipo conexos.
e Los puntos ¢ no pertenecientes a M generan conjuntos de Julia disconexos.
Propiedades bésicas.
a) El conjunto de Mandelbrot es un conjunto compacto, puesto que ¢ € M si y solo si
If*(0)] <2 Vvn=0.
b) La interseccién del conjunto de Mandelbrot con el eje real es el intervalo [-2,1/4].
c¢) Un punto ¢ pertenece al conjunto de Mandelbrot cuando su correspondiente conjunto de
Julia es conexo y es definido por M = {c € C / J(f) es conexo } (Garcia, 2018).
Figura 39.

Conjunto Mandelbrot n=500 puntos, k= 30 iteraciones
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IH1. METODO
3.1. Tipo de investigacion

El presente estudio es de tipo béasico y aplicativo, con un nivel descriptivo. Se
caracteriza por ser una investigacion tedrica y documental, basada en la recopilacion y analisis
de informacion proveniente de fuentes escritas relacionadas con el topico abordado. Ademas,
presenta un disefio no experimental, enfocado en el uso de la geometria fractal como una

herramienta que contribuye al desarrollo y mejora del disefio geométrico en la industria textil.

3.2.Ambito temporal y espacial

La investigacion no describe un ambito temporal y espacial, puesto que es una
investigacion tedrica basica y aplicativa, es decir no se requiere especificar el tiempo ni el lugar
donde se realiza la investigacion. Por ello, el desarrollo de la investigacion no considera definir
estos conceptos metodoldgicos.
3.3. Variables

Debido al enfoque de la investigacion, no se definen variables vinculadas al tema,
puesto que es una investigacion tedrica-descriptiva bajo un disefio no experimental.
3.4. Poblacién y muestra

El tema de investigacion, al emplear un nivel descriptivo no experimental, el cual es
enfocado en su teoria y respectiva aplicacion, no precisa de la definicion de una poblacion y
muestra.
3.5. Instrumentos

Para efectuar el andlisis minucioso de la investigacién, se utilizaron los siguientes
instrumentos:

e Revision documental: el cual consistié en examinar, analizar y sintetizar informacién

proveniente de textos académicos avanzados, tesis, articulos cientificos, pagina web e
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informes de datos computacionales relacionados al tema. Esta fue interpretada,
organizada y orientada de acuerdo a los objetivos del estudio, permitiendo un analisis
adecuado y la obtencion de conclusiones validas y fundamentadas. Este proceso tuvo
como finalidad comprender y sustentar el planteamiento tedrico y metodoldgico de la
investigacion
e Analisis tematico y analitico: que permitio identificar, organizar e interpretar los
topicos vinculados a los objetivos de estudio, mientras que el andlisis analitico
profundiz6 la comprension de las aplicaciones e implicancias dentro de la industria
textil y el disefio de modas.
e Simulacién computacional en Matlab: este instrumento permitié reproducir el
comportamiento geométrico de un sistema iterado de funciones mediante un modelo
matematico, haciendo factible la observacion y analisis del proceso en forma precisa y
controlada.
3.5. Procedimiento

La presente tesis, esta centrada en la geometria fractal aplicada a la moda, se desarrolla
mediante la recopilacion, el analisis y la discusion de informacidn teérica y computacional. En
una primera fase se aborda el marco tedrico necesario: transformaciones lineales afines,
espacios métricos completos, compacidad, topologia basica y funciones contractivas. Estos
conceptos permitiran comprender y aplicar la métrica de Hausdorff y el sistema iterado de
funciones (SIF) para la generacion de fractales y el calculo de sus dimensiones.

A continuacion, se estudiaron los fractales clasicos y los fractales en el plano complejo
(conjuntos de Julia y Mandelbrot), lo cual exige una revision de funciones holomorfas y teoria
de iteracion sobre el campo complejo. Analizados estos fundamentos tedricos, se procedi6 a la

implementacién computacional, que consistio en la implementacion y programacién de los
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modelos matematicos y su respectiva simulacion en software Matlab, con el fin de generar
iméagenes fractales y explorar variaciones en los parametros de las iteraciones.

Las imagenes obtenidas mediante la simulacion, se exportan a programas de disefio
gréafico para su ajuste estético (escala, color y movimiento) y su adaptacion a patrones textiles.
Finalmente, los disefios resultantes se integran en propuestas de indumentaria, permitiendo
evaluar la viabilidad de su produccion textil.

En todo el proceso se exige un razonamiento riguroso y un analisis minucioso entre
fases, con énfasis en la coherencia entre el fundamento matematico, la implementacion
computacional y la aplicacion en disefio textil. El objetivo es obtener resultados reproducibles
y aplicables que faciliten la creatividad profesional en el area del disefio de modas.

Este procedimiento permitid establecer una conexion entre la teoria matematica de los
fractales, su representacién computacional y su aplicacion estética en el disefio textil,
evidenciando el caracter interdisciplinar del estudio.

3.7 Andlisis de datos

En la investigacion, no se efectuaron andlisis ni tratamiento de datos estadisticos,
debido que no es necesario considerar estas técnicas y herramientas, puesto que es un disefio
no experimental, basado en forma integra sobre una teoria matematica y su aplicacion.

3.8. Consideraciones éticas

En la presente investigacion se ha actuado con probidad académica y respeto hacia los
derechos de autor. Todas las fuentes utilizadas, tanto bibliograficas como otras, fueron
debidamente citadas en el trabajo, otorgando el crédito correspondiente a los autores. La
informacidn recopilada ha sido interpretada conforme al contenido original. Asimismo, en la
seccion de referencias se incluyen todos los trabajos consultados, reconociendo el aporte

intelectual de los investigadores consultados.
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IV. RESULTADOS

Los fractales son efectuados en el plano cartesiano y en el plano complejo, en el caso
de los reales, la geometria fractal, es considerada una imagen obtenida via transformaciones
matriciales o efectos geométricos, las transformaciones lineales y de tipo afin que, al aplicarse
en conjunto, determinan el movimiento de las imagenes y la forma de los fractales, como por
ejemplo el tridngulo de Sierpinski entre otros.

El fractal es un conjunto acotado, cerrado y no vacio, es decir es un conjunto compacto
y en algunos casos ser un continuo, la métrica considerada para medir la distancia entre los
elementos de un fractal, como se explico, es la métrica de Hausdorff. De esta forma, resulta
que los fractales (¥ (R™), dy) es un espacio meétrico completo.

Las funciones contractivas en un espacio métrico completo, garantizan la existencia de
un unico punto fijo. Estas, aplicadas sobre conjuntos compactos dentro de una métrica de
Hausdorff permiten la generacion tedrica de los fractales. En forma matematica un conjunto de
aplicaciones contractivas en (¥ (X),dy) donde: F: KX (X) - K (X), definidas por F(A) =

1 fa(4), VA € K(X) permiten la existencia un unico punto fijo A € K (X) tal que
F(A) = UYL, fn(A) = A. Asi, un sistema iterativo de funciones (SIF) permite crear fractales
mediante aplicaciones contractivas mediante contracciones a la figura, acercando los puntos de
la imagen mediante transformaciones elementales o transformaciones afines.

La medida de Hausdorff es una medida exterior y siendo esta dada por
H$(F) =inf {372,|U;|°/U; esun § — recubrimiento de F}, su valor critico s fue
originado cuando 7S cambia de oo a 0, y este se define como la dimension de Hausdorff de F,
esta constituye una herramienta para medir la dimensién fractal de un objeto y posibilitar su
comprension dentro de un espacio interdisciplinar.

Por otra parte, fractales en el plano complejo, son desarrollados por funciones complejas,
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Ilamadas funciones holomorfas, estas funciones son el punto de inicio en la generacién de los
fractales complejos.

Los conjuntos de Julia son fractales formado por conjunto de puntos, que tienen un
comportamiento cadtico que se obtienen al iterar una funcion holomorfa, las cuales se definen
por polinomios de grado mayor o igual a 2. Los puntos del conjunto de Julia estan acotados
dentro de un limite determinado, son puntos que no son normales y cuyas funciones convergen.

Las imagenes matematicas llamadas fractales por el matematico B. Mandelbrot, se
ejecutara en los software matematicos de programacion, logrando obtener fractales en forma
inmediata con sus respectivos colores, originando asi el arte fractal. Como resultados de este
estudio presentaremos algunos ejemplos y las imagenes resultantes seran trasladadas a los
programas de disefio grafico donde elaboramos las imagenes a diferentes escalas y
movimientos, para su aplicacion en prendas de vestir. Por lo tanto, el disefio textil es obtenido
por un procedimiento matematico tedrico y computacional, posteriormente ejecutado en el area
técnica como el disefio.

A continuacidn, presentaremos como resultado central, la simulacion del arte fractal del
conjunto de Julia en prendas de vestir y el arte textil de los Tocapus, aplicado en una prenda de
vestir que son conjuntos de cuadrados cuyo interior tienen una variedad de disefios o formas
geométricas relacionadas a las transformaciones matriciales estudiadas.

El cddigo en Matlab ® para el conjunto de Julia es presentado a continuacion:

function Julia plot(n,c,k,Xr,Yr)

% Funcion que dibuja el conjunto de Julia dado un
parametro c

Julia plot(n,c,k,Xr,Yr)

Variables de entrada:

oo oo oo

n - numero de puntos de la matriz donde se pinta el
conjunto de
$ Julia
$ ¢ - pardmetro en la ecuacidén z = z? + c
%

k - numero de iteraciones
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$ Xr - rango de valores del eje x, Xr(1,1) - valor min,
Xr(1,2)

% - valor max

$ Yr - rango de valores del eje y, Yr(l,1) - valor min,
Yr(1,2)

- valor max

ejemplo:

Julia plot (500,251,100, [-2 2],[-2 2])

Se crea la matriz con el tamano definido
x=linspace (Xr(1,1) ,Xr(1,2),n);
y=linspace(Yr(1,1),Yr(1,2),n);

[X,Y]=meshgrid(x,v)

W = zeros(length (X),length(Y));

% Se rellena la matriz utilizando el método de Julia
for m = l:size(X,2)

for j = 1:size(Y,2)

[w,iter] = Julia(X(m,j)+Y(m,7)*1i,c,k)

wW(m,j) = W(m,j) + iter;,

end

end

% Se pinta el conjunto de Julia

hold ony;

gmap =[0.7 0.7 0,0 0 0.4,0 0 0.5;,0 0 0.6,;0 0 0.8;0 0 0],
colormap (colorcube) ;

pcolor(X,Y,W) ;

shading interp;

o0 o0 oo oo

hold off;

$ Funcion para calcular el conjunto de Julia
function [pri,it] = Julia(z,c,k)

R = max(abs(c),2);

i = 0;

while 1 < k
if abs(z) > R

pri = 1;

it = 1i;
returny;

end

z = z"2 + c;
i =1+ 1;
end

pri = 0;

it = i,; (Molero,2011).

A continuacion, se presentan cuatro modelos con su respectivo disefio fractal y un disefio

tocapu.
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Figura 40.

Conjunto de Julia (=800, c=-0.79+0.15i, k=100, [-1 1],[-1 1])

-1 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
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Figura 41.

Conjunto de Julia (n=500, ¢c=0.360+0.1003i, k=150, [-1, 1],[-1.1,1.1])

08 06 -04 02 O 02 04 06 08 1
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Figura 42.

Conjunto de Julia (=500, c=0.4+0.3i, k=200, [-1, 1],[-

" 08 06 -04 02 0 02 04 06 08 1
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Figura 43.

Conjunto de Julia (n=500, c=-0.689-0.4626i, k=50, [-1.5, 1.5],[-
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Figura 44.

Disefio Tocapu
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V.DISCUSION DE RESULTADOS

La presente investigacion se centra en el andlisis de la geometria fractal y su aplicacion
en el disefio textil mediante la programacién computacional y el uso de programas de disefio
grafico. Para ello, se abordaron los fractales en el plano real y complejo. Los conjuntos
fractales, especialmente el conjunto de Julia, fueron generados mediante simulacion
computacional y posteriormente adaptados al ambito del disefio grafico, permitiendo su
aplicacion practica en el disefio textil y en la elaboracion de prendas de vestir.

Un hallazgo relevante durante el proceso fue la relacion entre las figuras del tejido
Tocapu, desarrollado en el Imperio Incaico, y las propiedades geométricas de los fractales.
Estos, caracterizados por sus formas regulares y su orden estructural, fueron analizados
mediante transformaciones matriciales, evidenciando una correspondencia con las repeticiones
y simetrias presentes en los fractales. Este vinculo permitié considerar los Tocapus como una
manifestacion ancestral del pensamiento geométrico fractal, aplicable también a distintas
escalas dentro del disefio textil contemporaneo, vislumbrando el conocimiento matematico que
poseian los incas.

Para la generacion de fractales en el plano real se aplicaron transformaciones
matriciales, fundamentando en conceptos de espacios métricos, topologia y compacidad. En
este sentido, los aportes de Adame (2005) fueron mejor detallados y expuestos en este estudio,
presentando el comportamiento de los fractales en el plano real, colocando ejemplos que
inspiraron el desarrollo de las nuevas representaciones visuales en esta investigacion.

De igual manera, la métrica de Hausdorff, que permite determinar la distancia entre los
elementos de un fractal, fue revisada y mejorada a partir del trabajo de Grijalva (2013),

mientras que la dimension fractal se fundamentd en lo expuesto por Garcia (2018). Estas
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referencias contribuyeron a fortalecer la comprension tedrica y a sustentar la aplicacion
practica del modelo fractal en el ambito textil, que fueron parte de este trabajo.

En el caso de los fractales generados en el plano complejo, la programacion en Matlab
permitio obtener imagenes del conjunto de Julia, caracterizadas por su estructura compacta y
la repeticion de patrones a diferentes escalas. Dichas simulaciones se realizaron siguiendo la
metodologia propuesta por Molero (2011), lo cual posibilitd representar la evolucion de
funciones polinémicas holomorfas bajo iteracion, dando un nuevo enfoque para determinar
otros tipos de disefio geométrico fractal. Asimismo, el marco tedrico de Quintana (2022) aportd
las bases conceptuales de los conjuntos de Julia y Mandelbrot, esenciales para comprender el
comportamiento de los sistemas complejos aplicados al disefio textil.

Finalmente, los resultados obtenidos evidencian que la geometria fractal puede
convertirse en una herramienta eficaz dentro del proceso creativo y técnico del disefio textil.
El uso combinado de modelos matematicos, simulaciones computacionales y herramientas
graficas permite integrar ciencia, arte y tecnologia en una misma propuesta. Este trabajo
demuestra que la matematica aplicada al disefio puede generar nuevas formas estéticas y
funcionales, abriendo posibilidades de innovacion en la industria de la moda y aportando

nuevas ideas en base a las referencias empleadas.
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VI. CONCLUSIONES

La investigacion permitié comprender que los fractales son imagenes matematicas
generadas a partir de transformaciones lineales, afines y matriciales, desarrolladas en
un espacio métrico completo y compacto. El uso de la métrica de Hausdorff, resultd
fundamental para describir la estructura de estas figuras en el plano real, donde se aplico
el sistema de funciones iteradas que garantizan la existencia de puntos fijos.
Asimismo, se determind que la dimension de Hausdorff constituye una herramienta
esencial para medir la complejidad de los fractales, diferencidndose de la dimension
topoldgica al no limitarse a valores enteros. Este concepto permitid describir las formas
irregulares conocidas como “monstruos matematicos”, demostrando que incluso las
estructuras aparentemente cadticas pueden representarse mediante reglas matematicas
precisas.

En cuanto a los fractales modernos, desarrollados en el plano complejo, se comprobd
que su construccion requiere de funciones holomorfas aplicadas en sistemas iterados de
funciones, lo cual origina conjuntos compactos no vacios, como los de Julia y
Mandelbrot, que reflejan la dindmica topoldgica de dichos sistemas.

Otra conclusion fundamental de la investigacién fue la simulacion numérica mediante
el software Matlab, cuya programacion permitié reproducir los fractales mediante
iteraciones sucesivas Yy visualizar sus estructuras en distintos niveles de detalle. Este
proceso automatizado posibilitdé generar imagenes con alta precision matematica en un
tiempo muy breve, lo que evidencia la utilidad del computo como herramienta
indispensable para la experimentacion y el analisis visual de los fractales.

Finalmente, se concluye que la integracién entre la matematica fractal, la simulacion

computacional y el disefio grafico ofrece un enfoque innovador para el disefio textil, al
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permitir crear patrones autoreplicantes de gran complejidad estética. De esta manera,
el estudio demuestra que la tecnologia informatica no solo facilita la comprensién de
estructuras matematicas avanzadas, sino que también impulsa la creatividad y la

innovacion en la industria de la moda.
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VIl. RECOMENDACIONES

Conviene considerar implementar el estudio de la geometria fractal en diversas areas
del conocimiento, dado su caracter multidisciplinario y su utilidad en la descripcion de
fendmenos naturales, procesos bioldgicos y modelos cientificos. Su incorporacion en
los programas académicos fortaleceria las competencias analiticas y tecnoldgicas de los
futuros profesionales.

En el campo de la biologia, se sugiere integrar la geometria fractal y la programacion
aplicada al analisis de estructuras bioldgicas, ya que ambas disciplinas podrian generar
importantes avances cientificos al permitir modelar patrones naturales sin recurrir
necesariamente a instrumentos de observacion microscopica.

Se recomienda realizar investigaciones interdisciplinarias que relacionen la geometria
fractal con la cienciay el arte andino, particularmente con el estudio matematico y fisico
de los tejidos del Imperio Incaico, como el Tocapu, con el fin de comprender la I6gica
geomeétrica y simbdlica que subyace en sus representaciones.

Para futuras investigaciones, se propone explorar la aplicacion de fractales
tridimensionales o generados mediante inteligencia artificial, con el propésito de
ampliar las posibilidades estéticas y funcionales del disefio de telas.

Se sugiere continuar el estudio de la geometria fractal aplicada al disefio textil,
incorporando nuevos algoritmos de programacion y simulacién que permitan obtener
fractales con mayor nivel de detalle y variacion cromatica, asi como la generacion de
nuevas figuras, respetando el rigor tedrico y matematico que los fundamenta.

Se recomienda elaborar un programa o paquete informatico basado en la simulacién de
fractales, que no solo contenga un conjunto de disefios fractales ya generados, sino que

también permita a los disefiadores textiles crear y modificar nuevas figuras a partir de
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ellos. Esta propuesta busca facilitar el acceso a recursos visuales de alto valor estético
y matematico, fomentando la creatividad, la innovacion tecnologica y la relacion

interdisciplinaria entre la matematica y el disefio textil.
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IX. ANEXOS

Anexo A. Compresion referente al eje Y.

Ejemplo: Evaluar la Cy, si k =0,7 si los vertices de la estrella son B’ = (4.33,1.75);

C' = (—4.33,2.5);C"" = (—4.33,—2.5); D' = (0,—5); D""" = (4.33,—2.5); N = (1.25,0);
M = (0.63,1.08); L = (—0.63,1.08); K = (—1.25,0); P = (—0.63,—1.08);

0 = (0.63,—1.08).

Solucion.

Cyy = Cy(4.33,2.5) = (4.33,1.75) = E; Cy. — Cy(—4.33,2.5) = (—4.33,1.75) =,
Cyer = Cy(—4.33,—2.5) = (—4.33,-3.75) = J;; Cy,. > C,(0,—5) = (0,—3.5) = L,
Cyp = Cy(4.33,-2.5) = (4.33,—1.75) = Ny; Gy, — C;(1.25,0) = (1.25,0) =N

Cyy = C,(0.63,1.08) = (0.63,0.76) = Fy; C,, - C,(—0.63,1.08) = (—0.63,0.76) = H,
Cy = Cy(—1.25,0) = (-1.25,0) = K; Cy, - C,(—0.63,—1.08) = (—0.63,—0.76) = K,

Cyo = Cy(0.63,—1.08) = (0.63,-0.76) = M,

Figura de Contraccidn en la estrella de 6 puntas con respecto al eje Y, si
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Anexo B. Desplazamiento en el eje X.

Ejemplo: Evaluar el D,, si k =1 en cada punto de la figura anatomica simplificada
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Anatomia del ser humano simplificada, realizado por puntos los cuales estdn unidos por

funciones

Nota. Fuente: Pinterest
Solucioén.

Dy, = D,(1.34,20.4) = (21.74,20.4) ; D,, - D,(1.46,19.69) = (21.15,19.69)
Dy, = Dy(1.55,19.37) = (20.92,19.37) ; Dy, — Dx(1.72,19) = (20.72,19) ;
Dy, - Dx(1.92,18.75) = (20.67,18.75) ; D, - D,(2.6,19.06) = (21.66,19.06)
D, - D,(2.88,19.51) = (22.39,19.51); D, — D,(2.95,19.69) = (22.64,19.69)
Dy, — Dx(3.1,19.83) = (22.93,19.83); D, - D,(3.2,20.21) = (23.41,20.21)
Dy, = Dy(2.79,21.12) = (23.91,21.12); Dy, - D,(2.24,21.31) = (23.55,21.31)
Dy, = Dx(1.91,21.25) = (23.16,21.25); D, — D,(1.54,20.96) = (22.5,20.96)
Dy, = D;(1.41,20.65) = (22.06,20.65); Dy, — D,(2.04,18.77) = (20.81,18.77)
Dy, — D,(1.81,19.42) = (21.23,19.42); D, — D,(1.69,20.26) = (21.95,20.26)

Dy, — Dy(1.64,20.89) = (22.53,20.89); Dy, — Dy(1.56,19.61) = (21.17,19.61)
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Dy, = D,(2.07,19.62) = (21.69,19.62);Dxd2 - D,(2.62,19.77) = (22.39,19.77)
Dy,, = D,(3.11,20.09) = (23.2,20.09); Dy, = D,(1.33,18.37) = (19.7,18.37)

D, — D,(1.58,18.18) = (1.58,19.76);Dxc1 - D,(1.55,17.83) = (19.38,17.83)

by
Dy, — Dy(1.13,18.06) = (19.19,18.06); D,,, — D,(1.31,18.06) = (19.37,18.06)
D, = D,(3,18) = (21,18); D,, - D,(4.31,17.99) = (22.3,17.99)

Dy, = Dy(4.14,17.81) = (21.95,17.81); D,,, - D, (4.05,18.19) = (22.24,18.19)
Dy, — Dy(4.32,18.17) = (22.49,18.17); D, — D,(4.5,17.98) = (22.48,17.98)
Dy, - D(4.38,17.74) = (22.12,17.74); Dy, — D(1.76,16.3) = (18.06,16.3)
Dy, = D.(3.27,1631) = (19.58,16.31); Dy, - D, (4.24,16.46) = (20.7,16.46)
Dy, - Dy(4.04,15.1) = (19.14,15.1); D, — D,(3.38,15.07) = (18.45,15.07)
Dy, = Dx(2.42,15.11) = (17.53,15.11); D, > D,(1.92,15.16) = (17.08,15.16)

Dy, — Dy(1.22,16.74) = (17.96,16.74); D, — Dy(1.2,15.41) = (16.61,15.41)

f2
Dy, — Dy(1.1,15.34) = (16.44,15.34); D, — D,(0.92,15.13) = (16.05,15.13)
Dy, — Dy(1,14.82) = (15.82,14.82); D,,, — D,(1.33,14.85) = (16.18,14.85)
Dy, - Dx(1.37,15.21) = (16.58,15.21); D, - D,(1.18,15.03) = (16.21,15.03)
Dy, — D,(1.08,13.83) = (14.91,13.83); D, — D,(1.05,12.58) = (13.63,12.58)
Dy, - D,(1,12.5) = (13.512.5); D, — D,(0.83,12.34) = (13.17,12.34)

Dy, = Dy(0.9412.19) = (13.13,12.19); D, — D,(1.22,12.22) = (13.44,12.22)
Dy, = Dx(1.18,12.49) = (13.67,12.49); D, — D,(0.93,11.24) = (12.17,11.24)
Dy, = D,(1.23,10.83) = (12.06,10.83); Dy,  — Dy(1.67,10.53) = (12.20,10.53)

Dy,, = Dx(1.87,10.58) = (12.45,10.58); D, — D,(1.92,10.99) = (12.91,10.99)

Dy, - Dx(1.77,11.38) = (13.15,11.38); Dy, — D,(1.47,11.93) = (13.40,11.93)
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Dy, = Dy(14,11.22) = (12.62,11.22); D, - Dy(3.46,14.09) = (17.55,14.09)

b3

D, = Dy(3.513) = (16.5,13); D, > D,(1.44,13.16) = (14.60,13.16)
Dy, = Dy(4.4,13.06) = (17.46,13.06); Dy, — D,(2.45,12.93) = (15.38,12.93)

D, — D,(4.03,12.93) = (16.96,12.93);Dxc4 - D,(3.93,8.42) = (12.35,8.42)

by

Dy,, = Dx(3.7,8.17) = (11.87,8.17); Dy, — D,(3.65,7.85) = (11.50,7.85)

dg
Dy,, = Dx(3.73,7.63) = (11.36,7.63); Dy, — Dy(4.16,7.77) = (11.93,7.77)
Dy,, = Dx(4.15,8.2) = (12.35,8.2); Dy, — D,(4.71,8.68) = (13.39,8.68)
Dy, = Dx(437,8.97) = (13.34,8.97); D,,, — D,(4.33,8.48) = (12.81,8.48)
Dy,, — Dx(4.82,8.29) = (13.11,8.29); Dy, — Dx(5.02,8.75) = (13.77,8.75)
Dy, — Dx(4.78,9.18) = (13.96,9.18); D,,, — D,(4.71,8.68) = (13.39,8.68)
Dy, = Dx(3.86,7.44) = (11.30,7.44); Dy, — Dy(3.27,3.61) = (6.88,3.61)
Dy, — D,(3.08,3.47) = (6.55,3.47); Dy, — Dy(2.97,3.25) = (6.22,3.25)
Dy,, = Dx(3.13,3.07) = (6.20,3.07); Dy, — D,(3.38,3.14) = (6.52,3.14)
Dy, = Dy(3.43,3.45) = (6.88,3.45); D, — Dy(4.2,3.45) = (7.65,3.45)
Dy, = Dx(4,3.33) = (7.33,3.33); D, — D,(4.34,3.27) = (7.61,3.27)

Dy, — Dx(3.86,3.12) = (6.98,3.12); D, — D, (4.08,2.84) = (6.92,2.84)

Dy, = Dy(4.4,2.97) = (7.37,2.97); Dy, — Dx(2.92,3.15) = (6.07,3.15)

bs

Dy, = Dy(2.79,2.88) = (5.67,2.88); Dy, — Dy(2.74,2.64) = (5.38,2.64)

ds

Dy, = Dy(2.83,2.43) = (5.26,2.43); Dy, — D,(3.06,2.3) = (5.36,2.3)

fs

Dy,, = Dx(3.22,2.04) = (5.26,2.04); D,,, — D,(3.29,1.72) = (5.01,1.72)
Dy, = Dy(3.26,1.36) = (4.62,1.36); Dy, — D,(3.25,1.04) = (4.29,1.04)

D,, — D,(3.31,0.93) = (4.24,0.93);Dxr5 — D,(3.54,0.83) = (4.37,0.83)

be
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Dy,, = Dx(4.05,0.89) = (4.94,0.89); D, — D,(355,3) = (6.5,3)

Dy, = Dy(3.62,2.75) = (6.37,2.75); Dy, — D,(3.82,2.93) = (6.75,2.93)
Dy, = Dx(3.68,2.68) = (6.36,2.68); Dy, > D;(3.56,2.4) = (5.96,2.4)
Dy, — Dx(3.73,2.1) = (5.83,2.1); Dy, — Dyx(3.95,1.73) = (5.68,1.73)
Dy, — D;(4.08,1.23) = (5.31,1.23); Dy, > D,(4.2,0.69) = (4.89,0.69)
Dy, = Dy(4.85,0.7) = (5.550.7); Dy, — D,(5.06,0.75) = (5.81,0.75)
Dy,, = Dx(4.83,1.07) = (5.90,1.07); D, — D,(4.73,1.33) = (6.06,1.33)
Dy, = Dx(444,2.33) = (6.77,2.33); D, — Dy (4.31,2.74) = (7.05,2.74)

Dy, = Dx(4.39,17.13) = (21.52,17.13); D, — D,(4.67,16.17) = (20.84,16.17)

k2
Dy, = Dy(5,15.2) = (20.2,15.2); Dy, — Dy(6.75,15.21) = (21.96,15.21)
Dy, = Dy(4.72,15.36) = (21.08,15.36); Dy, — D,(5.12,15.47) = (20.59,15.47)

Dy, — Dy(4.31,2.74) = (7.05,2.74); D, — D,(5.25,15.1) = (20.35,15.1)

fe
Dy, = Dy(515) = (20,15); D, — D,(4.79,15.08) = (19.87,15.08)
Dy, = D(6.9,15.46) = (22.36,15.46); D, — Dy(7.14,15.45) = (22.59,15.45)

Dy, = Dx(7.21,15.27) = (22.48,15.27); Dy, — D,(7.11,15.12) = (22.23,15.12)

ks
Dy, = Dx(6.87,15.16) = (22.03,15.16); D, — D,(7.14,15.02) = (22.16,15.02)
Dy, — Dy(7.34,14.71) = (22.05,14.71); Dy, — D,(7.57,14.35) = (21.92,14.35)
Dy, — Dy(7.7,14.81) = (22.51,14.81); D, — D,(7.79,14.44) = (22.23,14.44)

Dy, = Dy(7.91,13.94) = (21.85,13.94); Dy, — D,(8,14.5) = (22.5,14.5)

Dy, — Dy(7.96,14.91) = (22.87,14.91); D, — D,(7.3,15.34) = (22.64,15.34)
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Desplazamiento de la figura con respecto al eje X, si k=1

N
.

Ejemplo: Hallar el D,, si k =-1 en cada punto de la figura anatdmica simplificada, mostrada
anteriormente.

Solucion.

Dy, = D,(1.34,20.4) = (—19.06,20.4) ; D, — D,(1.46,19.69) = (—18.23,19.69)
Dy, = D(1.55,19.37) = (=17.82,19.37) ; D, — Dx(1.72,19) = (~17.28,19)

Dy, = D,(1.92,18.75) = (~16.83,18.75) ; Dy, = D,(2.6,19.06) = (—~16.46,19.06)
D,, - D,(2.88,19.51) = (—16.63,19.51); D,, — D,(2.95,19.69) = (—16.74,19.69)
Dy, — D,(3.1,19.83) = (—=16.73,19.83); D, — D,(3.2,20.21) = (~17.01,20.21)
Dy, = D,(2.79,21.12) = (=18.33,21.12); Dy, - D,(2.24,21.31) = (=19.07,21.31)
Dy, = D;(1.91,21.25) = (=19.34,21.25); D, — D,(1.54,20.96) = (—19.42,20.96)
Dy, = Dy(1.41,20.65) = (=19.24,20.65); D, — D,(2.04,18.77) = (—16.73,18.77)
Dy, — D,(1.81,19.42) = (=17.61,19.42); D,,, — D,(1.69,20.26) = (~18.57,20.26)
Dy, — D,(1.64,20.89) = (~19.25,20.89); D, — D,(1.56,19.61) = (~18.05,19.61)

Dy, = D,(2.07,19.62) = (—17.55,19.62);Dxd2 - D,(2.62,19.77) = (—17.15,19.77)
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Dy,, = Dx(3.11,20.09) = (~16.98,20.09); Dy, — Dy(1.33,18.37) = (~17.04,18.37)

Dy, - Dy(1.58,18.18) = (~16.60,18.18); D, — D,(1.5517.83) = (—16.28,17.83)

by
Dy, = Dy(1.13,18.06) = (~16.93,18.06); D, — Dy(1.31,18.06) = (~16.75,18.06)
Dy, = Dy(3,18) = (=15,18); D,, - D,(4.31,17.99) = (—13.68,17.99)

D,, = Dy (4.14,17.81) = (—13.67,17.81); D,,, - D,(4.05,18.19) = (—14.14,18.19)
D, — D,(4.32,18.17) = (~13.85,18.17); D, — D,(4.5,17.98) = (—13.48,17.98)
Dy, = Dx(4.38,17.74) = (=13.36,17.74); D, — D,(1.76,16.3) = (~14.54,16.3)
Dy, = Dx(3.27,16.31) = (~13.04,16.31); Dy, > Dy(4.24,16.46) = (—12.22,16.46)
Dy, > D,(4.04,15.1) = (~11.06,15.1); D, — D,(3.38,15.07) = (—11.69,15.07)
Dy, = Dy(242,15.11) = (=12.69,15.11); D, — D,(1.92,15.16) = (~13.24,15.16)

D, - D,(1.22,16.74) = (—15.52,16.74); D, — D,(1.2,15.41) = (—14.21,15.41)

f2
Dy, — Dy(1.1,15.34) = (—14.24,15.34); D, - D,(0.92,15.13) = (~14.21,15.13)
Dy, — Dx(1,14.82) = (~13.82,14.82); D,, — D,(1.33,14.85) = (—13.52,14.85)
Dy, - Dy(1.37,15.21) = (~13.84,15.21); D, — D,(1.18,15.03) = (—13.85,15.03)
Dy, — D,(1.08,13.83) = (~12.75,13.83); D, — D,(1.05,12.58) = (~11.53,12.58)
D, = Dy(1,12.5) = (~11.5,12.5); D, — D,(0.83,12.34) = (—11.51,12.34)

Dy, = Dx(0.94,12.19) = (—11.25,12.19); Dy, - D,(1.22,12.22) = (=11,12.22)
Dy, — D,(1.18,12.49) = (—11.31,1249); D, - D,(0.93,11.24) = (~10.31,11.24)
Dy, = D;(1.23,10.83) = (=9.6,10.83); D, — D,(1.67,10.53) = (—8.86,10.53)
Dy, — Dy(1.87,10.58) = (~8.71,10.58); D, - D,(1.92,10.99) = (~9.07,10.99)
Dy, — Dx(1.77,11.38) = (—9.61,11.38); Dy,  — Dy(1.47,11.93) = (~10.46,11.93)

D,, — D,(1.411.22) = (—9.82,11.22);qu2 - D,(3.46,14.09) = (—10.63,14.09)

b3
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D, = Dy(3.513) = (=9.5,13); Dy, - D,(1.44,13.16) = (—11.72,13.16)
Dy, = Dy(4.4,13.06) = (—8.66,13.06); D, — D,(2.45,12.93) = (—10.48,12.93)

Dy,, = Dx(4.03,12.93) = (~8.90,12.93); D, — D,(3.93,8.42) = (—4.49,8.42)

by

Dy,, = Dx(3.7,8.17) = (—4.47,8.17); Dy, — D,(3.65,7.85) = (—4.2,7.85)

dg
Dy,, = Dx(3.73,7.63) = (=3.9,7.63); D, — D,(4.16,7.77) = (~3.61,7.77)
Dy,, = Dx(4.158.2) = (—4.05,8.2); Dy, — D(4.71,8.68) = (—3.97,8.68)
Dy, = Dx(4.37,8.97) = (—4.6,8.97); Dy, — D,(4.33,8.48) = (—4.15,8.48)
Dy, = Dx(4.82,8.29) = (~3.47,8.29); Dy, — Dx(5.02,8.75) = (~3.73,8.75)
Dy, — Dx(4.789.18) = (—4.4,9.18); D, - D,(4.71,8.68) = (~3.97,8.68)
Dy, = Dx(3.86,7.44) = (—3.58,7.44); Dy, — D,(3.27,3.61) = (—0.34,3.61)
Dy,, = Dx(3.083.47) = (—0.39,3.47); Dy, — D,(2.97,3.25) = (—0.28,3.25)
Dy,, = Dx(3.13,3.07) = (0.06,3.07); Dy, — D,(3.38,3.14) = (0.24,3.14)
Dy, = Dy(3.43,3.45) = (—0.02,3.45); Dy — D,(4.2,3.45) = (0.75,3.45)
Dy, = Dx(4,3.33) = (0.67,3.33); D, — D,(4.34,3.27) = (1.07,3.27)

Dy, — Dx(3.86,3.12) = (0.74,3.12); Dy, — D, (4.08,2.84) = (1.24,2.84)

Dy, — Dx(4.4,2.97) = (1.43,2.97); Dy, — D,(2.92,3.15) = (=0.23,3.15)

bs

Dyo, = Dx(2.79,2.88) = (=0.09,2.88); Dy, — D,(2.74,2.64) = (0.1,2.64)

ds

Dy, — D.(2.83,2.43) = (0.4,2.43); D,  — D(3.06,2.3) = (0.76,2.3)

fs

Dy,, = Dx(3.22,2.04) = (1.18,2.04); D, — D,(3.29,1.72) = (1.57,1.72)
Dy, = Dx(3.26,1.36) = (1.9,1.36); Dy, — D,(3.25,1.04) = (2.21,1.04)

Dy,, = Dx(3.31,0.93) = (2.38,0.93); Dy, — Dy(3.54,0.83) = (2.71,0.83)

be

Dy,, = Dx(4.05,0.89) = (3.16,0.89); Dy, — Dy(355,3) = (05,3)
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Dy, = Dx(3.62,2.75) = (0.87,2.75); Dy, — D,(3.82,2.93) = (0.89,2.93)
Dy, = Dy(3.68,2.68) = (1,2.68); Dy, — D,(3.56,2.4) = (1.16,2.4)

Dy, = Dx(3.73,2.1) = (1.63,2.1); Dy, — D,(3.95,1.73) = (2.22,1.73)
Dy, = Dx(4.08,1.23) = (2.851.23); D, — D,(4.2,0.69) = (3.51,0.69)
Dy, — Dy(4.850.7) = (4.15,0.7); Dy, - Dy(5.06,0.75) = (4.31,0.75)
Dy,, — Dx(4.83,1.07) = (3.76,1.07); Dy, — Dy(4.73,1.33) = (3.4,1.33)
Dy, = Dx(444,2.33) = (2.11,2.33); D, — D, (4.31,2.74) = (1.57,2.74)

Dy, = Dx(4.39,17.13) = (~12.74,17.13); D, — D,(4.67,16.17) = (~11.5,16.17)

k2

Dy, = D(515.2) = (=10.2,15.2); Dy, — D,(6.75,15.21) = (~8.46,15.21)
Dy, = Dy(4.72,15.36) = (=10.64,15.36); D, — Dy(5.12,15.47) = (—10.35,15.47)

Dy, — Dy(4.31,2.74) = (1.57,2.74); Dy, — Dx(5.25,15.1) = (—9.85,15.1)

fe

Dy, = Dx(515) = (=10,15); D, — D,(4.79,15.08) = (—10.29,15.08)

01

Dy, = Dx(6.9,15.46) = (~8.56,15.46); D, — Dy(7.14,15.45) = (~8.31,15.45)

Dy, = Dx(7.21,15.27) = (=8.06,15.27); Dy, — D,(7.11,15.12) = (—8.01,15.12)

k3
Dy, = D(6.87,15.16) = (—=8.29,15.16); D, — Dy(7.14,15.02) = (~7.88,15.02)
Dy,, = Dx(7.3414.71) = (=7.37,14.71); Dy, — D,(7.57,14.35) = (—6.78,14.35)
Dy, = Dx(7.7,14.81) = (—7.11,14.81); Dy, — Dy(7.79,14.44) = (—6.65,14.44)

Dy, - D,(7.91,13.94) = (—6.03,13.94); D, — D,(8,14.5) = (-6.5,14.5)

Dy, = Dx(7.96,14.91) = (—6.95,14.91); Dy, — D,(7.3,15.34) = (—8.04,15.34)
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El desplazamiento de la figura en el eje X, si k=-1

Anexo C. Desplazamiento en el eje Y.

Ejemplo: Hallar el D, si k =1 en cada punto de la figura anatomica simplificada mostrada en
el anexo B.

Solucion.

Dy, - D,(1.34,20.4) = (1.34,21.74) ; D, - D,(1.46,19.69) = (1.46,21.15)
Dy, = D,(1.55,19.37) = (1.55,20.92) ; D, — Dy (1.72,19) = (1.72,20.72) ;
D, - Dy(1.92,18.75) = (1.92,20.67) ;Dy]. - Dy(2.6,19.06) = (2.6,21.66)
Dy, - D,(2.88,19.51) = (2.88,22.39); D,, - D,(2.95,19.69) = (2.95,22.64)
Dy, - D,(3.1,19.83) = (3.1,22.93); D, - D,,(3.2,20.21) = (3.2,23.41)

Dy, — D,(2.79,21.12) = (2.79,23.91); D,, - D,(2.24,21.31) = (2.24,23.55)
Dy, = D, (1.91,21.25) = (1.91,23.16); Dy, — D, (1.54,20.96) = (1.54,22.5)

Dy, — D, (1.41,20.65) = (1.41,22.06); Dy, = D, (2.04,18.77) = (2.04,20.81)



Dy,, = Dy (1.81,19.42) = (1.81,21.23); D, — D,/(1.69,20.26) = (1.69,21.95)
Dy, — Dy(1.64,20.89) = (1.64,22.53); D,, — D, (1.56,19.61) = (1.56,21.17)
Dy., = D,(2.07,19.62) = (2.07,21.69); Dy, — D, (2.62,19.77) = (2.62,22.39)
Dy, = Dy(3.11,20.09) = (3.11,23.2); D,, — D, (1.33,18.37) = (1.33,19.7)

D,, - D,(1.58,18.18) = (1.58,19.76);Dyc1 - D, (1.55,17.83) = (1.55,19.38)

Vby
Dy, - Dy(1.13,18.06) = (1.13,19.19); D,, - D, (1.31,18.06) = (1.31,19.37)
D,, - D,(3,18) = (3,21); D,, - D, (4.31,17.99) = (4.31,22.3)

D, — D, (4.14,17.81) = (4.14,21.95); D, — D, (4.05,18.19) = (4.05,22.24)
Dy - D,(4.32,18.17) = (4.32,22.49); D, — D, (4.5,17.98) = (4.5,22.48)
Dy, - D, (4.38,17.74) = (4.38,22.12); D, - D,,(1.76,16.3) = (1.76,18.06)

Dy, - D,(3.27,16.31) = (3.27,19.58); D, — D, (4.24,16.46) = (4.24,20.7)

D,, - D,(4.04,15.1) = (4.04,19.14); D, - D,,(3.38,15.07) = (3.38,18.45)

Dy,.. = D,(242,15.11) = (2.42,17.53); D,,, - D,,(1.92,15.16) = (1.92,17.08)
Dy, - D,(1.22,16.74) = (1.22,17.96); D, - D,(1.2,15.41) = (1.2,16.61)
Dy, = Dy(1.1,15.34) = (1.1,16.44); D, — D,,(0.92,15.13) = (0.92,16.05)

Dy, — Dy (1,14.82) = (1,15.82); Dy, - D,(1.33,14.85) = (1.33,16.18)

Dy, — Dy(1.37,15.21) = (1.37,16.58); Dy, - D,(1.18,15.03) = (1.18,16.21)

Yiy

Dy, — D,(1.08,13.83) = (1.08,14.91); D, - D, (1.05,12.58) = (1.05,13.63)

Ywa
Dy, - Dy(1,12.5) = (1,13.5); D,, - D,(0.83,12.34) = (0.83,13.17)

Dy, = D,(0.94,12.19) = (0.94,13.13); D,, — D, (1.22,12.22) = (1.22,13.44)
Dy, — D,(1.18,12.49) = (1.18,13.67); Dy, — D,(0.93,11.24) = (0.93,12.17)

Dy, - D,(1.23,10.83) = (1.23,12.06); D,,, — D, (1.67,10.53) = (1.67,12.20)
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Dy, — D,(1.87,10.58) = (1.87,12.45);Dyf3 - D,,(1.92,10.99) = (1.92,12.91)

Dy,. = D,(1.77,11.38) = (1.77,13.15); Dy, — D,(1.47,11.93) = (1.47,13.40)

Va3

Dy, — Dy(1.4,11.22) = (1.4,12.62); Dy, — D, (3.46,14.09) = (3.46,17.55)

Vb3

D, - Dy(3.513) = (3.5,16.5); Dy, - D,,(1.44,13.16) = (1.44,14.60)
Dy, = Dy(4.4,13.06) = (4.4,17.46); D, - D, (2.45,12.93) = (2.45,15.38)

D,, — D,(4.03,12.93) = (4.03,16.96);Dyc - D,(3.93,8.42) = (3.93,12.35)
4

Vb4

Dy, = Dy(3.7,8.17) = (3.7,11.87); Dy, - D, (3.65,7.85) = (3.65,11.50)

Y,

D,,. = Dy(3.73,7.63) = (3.73,11.36); Dy, — D, (4.16,7.77) = (4.16,11.93)

Dy, = Dy(4158.2) = (4.1512.35); D, - D, (4.71,8.68) = (4.71,13.39)

Ye4

Dy, - Dy (4.37,8.97) = (4.37,13.34); D, — D,/ (4.33,8.48) = (4.33,12.81)

Dy,, — Dy (4.82,8.29) = (4.82,13.11); Dy, — D, (5.02,8.75) = (5.02,13.77)

Vi,

Dy, — D,(4.78,9.18) = (4.78,13.96); D, — Dy(4.71,8.68) = (4.71,13.39)

D

vmy = Dy(3.86,7.44) = (3.86,11.30); D,,, — D, (3.27,3.61) = (3.27,6.88)

D

4, = Dy(3.08,3.47) = (3.08,6.55); Dy, — D, (2.97,3.25) = (2.97,6.22)

D

vu, = Dy(3.13,3.07) = (3.13,6.20); Dy, - D, (3.38,3.14) = (3.38,6.52)

Dy, = D,(3.43,3.45) = (3.43,6.88); D, — D, (4.2,3.45) = (4.2,7.65)

Dy, = D,(4,3.33) = (4,7.33); Dy, — D,(4.34,3.27) = (4.34,7.61)

Dy,. — Dy (3.8633.12) = (3.86,6.98); Dy, — D,(4.08,2.84) = (4.08,6.92)
Dy,. = Dy(44,2.97) = (44,7.37); D, — D,(2.92,3.15) = (2.92,6.07)
Dy, = D,(2.79,2.88) = (2.79,5.67); Dy, — D, (2.74,2.64) = (2.74,5.38)

Dy, — D, (2.832.43) = (2.83,5.26); D, _ - D, (3.06,2.3) = (3.06,5.36)

Dy, = Dy(3.22,2.04) = (3.225.26); D, — D,,(3.29,1.72) = (3.29,5.01)

Yae
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Dy, — Dy(3.26,1.36) = (3.26,4.62); D, — D, (3.25,1.04) = (3.25,4.29)
Dy,. = D(3.31,0.93) = (3.31,4.24); Dy, — D, (3.54,0.83) = (3.54,4.37)
Dy,, = Dy (4.05,0.89) = (4.05,4.94); D, D,(3.5,3) = (3.5,6.5)

Dy, = Dy(3.62,2.75) = (3.62,6.37); Dy, — D, (3.82,2.93) = (3.82,6.75)
Dy, = D (3.68,2.68) = (3.68,6.36); Dy, — D, (3.56,2.4) = (3.56,5.96)
Dy,. - Dy(3.73,2.1) = (3.73,5.83); D,, — D, (3.95,1.73) = (3.95,5.68)
Dy,, = Dy(4.08,1.23) = (4.08,5.31); D,,, — Dy (4.2,0.69) = (4.2,4.89)
Dy, = Dy(4.85,0.7) = (4.855.55); D, — D,(5.06,0.75) = (5.06,5.81)
Dy,. = Dy(4.83,1.07) = (4.835.90); D, - Dy(4.73,1.33) = (4.73,6.06)
Dy, = Dy (4.44,2.33) = (4.44,6.77); D,y — D, (4.31,2.74) = (4.31,7.05)
Dy,, = D (4.39,17.13) = (4.39,21.52); Dy, - D, (4.67,16.17) = (4.67,20.84)
Dy, - Dy(5,15.2) = (5,20.2); D, — D,(6.75,15.21) = (6.75,21.96)

Dy,.. = Dy(4.72,15.36) = (4.72,21.08); D, - D,(5.12,15.47) = (5.12,20.59)
Dy, — D,(4.31,2.74) = (4.31,7.05); Dy, — D,(5.25,15.1) = (5.25,20.35)
Dy, - D,(515) = (5,20); Dy, — D,(4.79,15.08) = (4.79,19.87)

Dy, = Dy(6.9,15.46) = (6.9,22.36); Dy, — D,/(7.14,15.45) = (7.14,22.59)

D

vy = Dy(7.21,15.27) = (7.21,22.48); D, — D,,(7.11,15.12) = (7.11,22.23)

Dy,.. = Dy(6.87,15.16) = (6.87,22.03); Dy, - D,,(7.14,15.02) = (7.14,22.16)
Dy,. = Dy(7.34,14.71) = (7.34,22.05); Dy, - D, (7.57,14.35) = (7.57,21.92)

D

ve, = Dy(7.7,14.81) = (7.7,22.51); Dy, — D,/(7.79,14.44) = (7.79,22.23)

Dy, = D,(7.91,13.94) = (7.91,21.85); D, — D, (8,14.5) = (8,22.5)

Dy, — D,(7.96,14.91) = (7.96,22.87);Dyv3 - D,,(7.3,15.34) = (7.3,22.64)



Desplazamiento de la figuraen el eje Y, si k=1

Ejemplo: Determinar el D,,, si k =-1 en cada punto de la figura anatomica simplifica
Solucion.

Dy, - D,(1.34,20.4) = (1.34,19.06) ; D, - D, (1.46,19.69) = (1.46,18.23)
Dy, — D,(1.55,19.37) = (1.55,17.82) ; Dy, — Dy (1.72,19) = (1.72,17.28) ;
Dy, - Dy (1.92,18.75) = (1.92,16.83) ; D, — D,(2.6,19.06) = (2.6,16.46)

Dy, - D,(2.88,19.51) = (2.88,16.63); D,, — D,(2.95,19.69) = (2.95,16.74)
Dy, - D,(3.1,19.83) = (3.1,16.73); D, . - D,,(3.2,20.21) = (3.2,17.01)

Dy, = D,(2.79,21.12) = (2.79,18.33); Dy, - D,/(2.24,21.31) = (2.24,19.07)
Dy, = Dy(1.91,21.25) = (1.91,19.34); D, — D,,(1.54,20.96) = (1.54,19.42)
Dy, = D,(1.41,20.65) = (1.41,19.24); Dy, - D,(2.04,18.77) = (2.04,16.73)

Dy,, = Dy, (1.81,19.42) = (1.81,17.61); Dy, — D,/ (1.69,20.26) = (1.69,18.57)
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Dy, - D, (1.64,20.89) = (1.64,19.25);Dyb2 - D, (1.56,19.61) = (1.56,18.05)

Dy, = D,(2.07,19.62) = (2.07,17.55); Dy, — D, (2.62,19.77) = (2.62,17.15)
Dy,, = D,(3.11,20.09) = (3.11,16.98); Dy, — D, (1.33,18.37) = (1.33,17.04)
Dy, — Dy (1.58,18.18) = (1.58,16.60); Dy, — D, (1.55,17.83) = (1.55,16.28)
Dy, - Dy(1.13,18.06) = (1.13,16.93); D, — D, (1.31,18.06) = (1.31,16.75)

D, = D,(3,18) = (3,15); D, > D, (4.31,17.99) = (4.31,13.68)

D, — D,(4.14,17.81) = (4.14,13.67); D, — D, (4.05,18.19) = (4.05,14.14)
Dy, - D,(4.32,18.17) = (4.32,13.85); D, — D, (4.5,17.98) = (4.5,13.48)
Dy, - D, (4.38,17.74) = (4.38,13.36); D, - D,,(1.76,16.3) = (1.76,14.54)
Dy, = Dy(3.27,16.31) = (3.27,13.04); D, — Dy (4.24,16.46) = (4.24,12.22)
Dy, > D,(4.04,15.1) = (4.04,11.06); D, - D,(3.38,15.07) = (3.38,11.69)

D, - D,(2.42,15.11) = (2.42,12.69); D, - D, (1.92,15.16) = (1.92,13.24)

J/mz

Dy, - D,(1.22,16.74) = (1.22,15.52); D, - D,(1.2,15.41) = (1.2,14.21)

Yo

Dy, — D,(1.1,15.34) = (1.1,14.24); D, — D,,(0.92,15.13) = (0.92,14.21)

D,,. = Dy(1,14.82) = (1,13.82); D,, — Dy (1.33,14.85) = (1.33,13.52)

Yg1

Dy, - Dy(1.37,15.21) = (1.37,13.84); D, — D, (1.18,15.03) = (1.18,13.85)
Dy, - D,(1.08,13.83) = (1.08,12.75); D,, — D, (1.05,12.58) = (1.05,11.53)

D,, - D,(1,12.5) = (1,11.5); Dy, — D, (0.83,12.34) = (0.83,11.51)

ZVrZ

Dy, = D,(0.94,12.19) = (0.94,11.25); D,, — D, (1.22,12.22) = (1.22,11)

D, - Dy(1.18,12.49) = (1.18,11.31); D, — D, (0.93,11.24) = (0.93,10.31)

ySZ

Dy., = D,(1.23,10.83) = (1.23,9.6); D, — D, (1.67,10.53) = (1.67,8.86)

Dy, = D,(1.87,10.58) = (1.87,8.71); D, — D, (1.92,10.99) = (1.92,9.07)
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Dy, = Dy(1.77,11.38) = (1.77,9.61); Dy, — Dy(1.47,11.93) = (1.47,10.46)

Dy, — Dy(1.4,11.22) = (1.4,9.82); Dy, — D, (3.46,14.09) = (3.46,10.63)

Vb3

D, - Dy(3.513) = (3.59.5); Dy, - Dy(1.44,13.16) = (1.44,11.72)
Dy, = Dy(4.4,13.06) = (4.4,8.66); D,, — D, (2.45,12.93) = (2.45,10.48)

D,, - D,(4.03,12.93) = (4.03,8.90);Dyc - D, (3.93,8.42) = (3.93,4.49)
4

Vb

Dy, = Dy(3.7,8.17) = (3.7,447); Dy, - D,(3.65,7.85) = (3.65,4.2)

Y,

Dy,. = D,(3.73,7.63) = (3.73,3.9); Dy, — D,(4.16,7.77) = (4.16,3.61)
Dy, = Dy(4.158.2) = (4.15,4.05); D, — D, (4.71,8.68) = (4.71,3.97)
Dy, — Dy (4.37,8.97) = (4.37,4.6); Dy, - Dy(4.33,8.48) = (4.33,4.15)

Dy,, - Dy (4.82,8.29) = (4.82,3.47); Dy, — D, (5.02,8.75) = (5.02,3.73)

Yiy

Dy, — D,(4.78,9.18) = (4.78,4.4); D, - D, (4.71,8.68) = (4.71,3.97)

D,,. = Dy(3.86,7.44) = (3.86,3.58); D, — Dy(3.27,3.61) = (3.27,0.34)

J/n4

D, — D,(3.08,3.47) = (3.08,0.39);Dyv4 - D,,(2.97,3.25) = (2.97,0.28)

yT4_

D, - D,(3.13,3.07) = (3.13,0.06);Dyt4 - D,,(3.38,3.14) = (3.38,—0.24)

J/u4
Dy, — D,(3.43,3.45) = (3.43,0.02); D, — Dy (4.2,3.45) = (4.2,—0.75)

Dy, = D,(4,3.33) = (4,—0.67); D, — D, (4.34,3.27) = (4.34,—1.07)

Dy,. — Dy(3.86,3.12) = (3.86,—0.74); D, — D, (4.08,2.84) = (4.08,—1.24)
Dy,. = Dy(44,2.97) = (44,—143); D, - D,,(2.92,3.15) = (2.92,0.23)
Dy, = D,(2.79,2.88) = (2.79,0.09); Dy, — D, (2.74,2.64) = (2.74,—0.1)
Dy, - Dy(2.83,243) = (2.83,—0.4); Dy, — D, (3.06,2.3) = (3.06,~0.76)

Dy, = Dy(3.22,2.04) = (3.22,~1.18); Dy, D,(3.29,1.72) = (3.29,~1.57)

Dy, = Dy(3.26,1.36) = (3.26,—1.9); Dy, — D,,(3.25,1.04) = (3.25,—2.21)
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D,, - D,(3.31,0.93) = (3.31,—2.38);Dyr5 - D,,(3.54,0.83) = (3.54,—2.71)

Vb

Dy,, = Dy (4.05,0.89) = (4.05,-3.16); D, - D,(3.5,3) = (3.5,—0.5)

D, - D,(3.62,2.75) = (3.62,—0.87);Dyw5 - D,,(3.82,2.93) = (3.82,-0.89)

Yig

Dy,. = Dy(3.68,2.68) = (3.68,~1); D,, — D,(3.56,2.4) = (3.56,~1.16)

D, — D,(3.73,2.1) = (3.73,—1.63);Dye6 - D, (3.95,1.73) = (3.95,—-2.22)

yts

Dy, — Dy(4.08,1.23) = (4.08,-2.85); D, - D, (4.2,0.69) = (4.2,—3.51)
Dy,. = Dy(4.85,0.7) = (4.85,—4.15); Dy, — D, (5.06,0.75) = (5.06, —4.31)
Dy,. = Dy(4.83,1.07) = (4.83,—3.76); Dy, — D,(4.73,1.33) = (4.73,-3.4)

Dy, = Dy(444,2.33) = (4.44,-2.11); D,,,_— D, (431,2.74) = (4.31,-1.57)

Dy, — Dy(4.39,17.13) = (4.39,12.74); D,, — D, (4.67,16.17) = (4.67,11.5)

Vky

Dy, = Dy(5,15.2) = (5,10.2); D, — D, (6.75,15.21) = (6.75,8.46)

D

ym; = Dy(4.72,15.36) = (4.72,10.64); Dy, — D,(5.12,15.47) = (5.12,10.35)

Dy, — Dy(4.31,2.74) = (4.31,-157); D,, - D,(5.25,15.1) = (5.25,9.85)

Yfe

Dy, - D,(515) = (5,10); Dy, - D,(4.79,15.08) = (4.79,10.29)

Dy, - Dy(6.9,15.46) = (6.9,8.56); D, — D, (7.14,15.45) = (7.14,8.31)
Dy,. = D,(7.21,15.27) = (7.21,8.06); D, — D, (7.11,15.12) = (7.11,8.01)
Dy,.. = D,(6.87,15.16) = (6.87,8.29); Dy, — Dy(7.14,15.02) = (7.14,7.88)

Dy, = Dy(7.3414.71) = (7.34,7.37); Dy, - D, (7.57,14.35) = (7.57,6.78)

D

ve, = Dy(7.7,14.81) = (7.7,7.11); Dy, > D,(7.79,14.44) = (7.79,6.65)

D

b, = Dy(7.91,13.94) = (7.91,6.03); Dy, - D, (8,14.5) = (8,6.5)

Dy, = Dy(7.96,14.91) = (7.96,6.95); D,,, — D,(7.3,15.34) = (7.3,8.04)



Desplazamiento de la figura en el eje Y, si k=-1

Anexo D. Transformacion de traslacion del motivo inca
Tomando como vector de traslacion a (20,6), tenemos:
T(20,6)(B) = T(20,6)(8,12) = (28,18)=B’,

T(zo,s)(A1) = T(20,6) (8,10) = (28,16)=0,
T(20,6)(B1) = T(20,6)(6,10) = (26,16)=R;
T20.6)(A2) = T(20,6)(6,7.99) = (26,13.99)=E,
T(20.6)(B2) = T(206)(3.8,7.99) = (23.8,13.99)=F
T(20.6)(N) = T(20,6)(3-8,6.79) = (23.8,12.79)=N",
T(20,6)(T) = T206)(1.8,6.79) = (21.8,12.79)=T",
T(20.6)(N1) = T(206)(1.8,5.59) = (21.8,11.59)=P,
T20.6)(Z) = T(20,6)(1,5.59) = (21,11.59)=2",
T(20,6) (M) = T(20,6(1,5.19) = (21,11.19)=Rg
T(20.6)(01) = T(206)(1.8,5.19) = (21.8,11.19)=Q4

T(20‘6)(T,) = T(20‘6)(18,399) = (21.8,9.99):T,,1
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T206)(N") = T(20,6)(3.8,3.99) = (23.8,9.99)=N"";
T(20,6)(Z3) = T(20,6)(3.8,2.79) = (23.8,8.79)=V;
T(20,6)(W3) = T(20,6)(6,2.79) = (26,8.79)=Ug
T(20,6)(L3) = T(20,6)(6,0.78) = (26,6.78)=],
T(20,6)(K3) = T(20,6)(8,0.78) = (28,6.78)=I,
T206)(B'1) = T(20,6)(8,—1.22) = (28,4.78)=V,
T206)(B”) = T(20,6)(12.4,—1.22) = (32.4,4.78)=B""
T(20,6)(Ks) = T20,6)(12.4,0.78) = (32.4,6.78)= I
T(20,6)(L4) = T(20,6)(14.4,0.78) = (34.4,6.78)= 1
T20,6)(Ws) = T(20,6)(14.4,2.79) = (34.4,8.79)=1;;
T(20,6)(Z4) = T(20,6)(16.6,2.79) = (36.6,8.79)= ],
T20,6)(N"") = T(20,6)(16.6,3.99) = (36.6,9.99)=N""
T20,6)(T") = T(20,6)(18.6,3.99) = (38.6,9.99)=T""
T(20,6)(G3) = T(206)(18.6,5.19) = (38.6,11.19)=Fy,
T(20,6)(H3) = T(20,6)(19.4,5.19) = (39.4,11.19)= G,
T206)(Z") = T(206)(19.4,5.59) = (39.4,11.59)=Z"
T(20,6)(F3) = T(206)(18.6,5.59) = (38.6,11.59)= E,
T206)(T'1) = T(206)(18.6,6.79) = (38.6,12.79)=Z;,
T206)(N'1) = T(20,6)(16.6,6.79) = (36.6,12.79)= W;,
T(20,6)(T2) = T(20,6)(16.6,7.99) = (36.6,13.99)= K,
T(20,6)(S2) = T(20,6)(14.4,7.99) = (34.4,13.99)=J;,
T(20,6)(T1) = T(20,6)(14.4,10) = (34.4,16)= W;,
T(20,6)(S1) = T(20,6)(12.4,10) = (32.4,16)=V,,

T(20‘6)(B,) = T(20,6)(124'12) = (324‘,18): Blll
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Traslacion del motivo inca por el vector (20,6)
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Anexo E. Transformacién de traslacion y rotacion

Ejemplo: En el avidn se aplicara la transformacidon de traslacién y rotacion.

En la figura se observa un avién simplificado elaborado por puntos y funciones en el plano

cartesiano.

Soluci6n. Cada vector es trasladado y rotado con 8 = 180°
=70 (199) = (43) =
()= (3 () - ((42) -
o= (3) = (27) =
(2= (3 ) () - (122)

T (E) = Teao) (131.53339) = (13?53339) =E'



T (53) = (o 21 (553) = (T3 )

Tao(F) = Tao (111.5)714) = (1155714) =F'

() = (o 20 (o) = (Tsr)

T4,0)(G) = T(a0) (13(?'7268) - (13%.7268) =G

T1s0 (13%'7268) = (_01 N )(134.7268) - (_—13%'7268)
T(a,0)(H) = T(40) (i:gg) (1423854)
Tis0 (142.5854) = (_1 N )(142é854) B (:142-5854)

T, (D = Tea) (10 73) (14 73)
4.73

T (550) = (5 %) (1530) = (_1;‘:23)

w02 )0~ )
Tao®) = Tuw (304) = (504 ) = ¥
T1s0 (13%6549) (_ )(1330549) _ (—_1;6549)

Ta,0)(L) = T(a,0) (1296071) - (12%.6071) =L

Too (o) = (o8 L) (o = (o)

Tao®) = Tan (374) = (514) =M
T1s0 (13%'1044) = (_01 —01) (13%'1044) B (_—135?'1044)

T(a,00(N) = T(a,0) (12(?6089) - (12%6089) =N
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Tio (08) = (0 21 (o) = (Tos)
Ta0(© =Tao (5 54) = (564 ) = O
Tioo (og) = (o 1) (5eg) = (Tres)
Tan(® =Tun (555) = (5a5) = P
ran (228) = (1 0)(1284) - (71229

T40)(Q) = T(4o)(29465) (;342) Q'

T180 (;Sll-g) (_()1 _01) (;3:1-2) = (:;ig) =Q"
=T (30 -0 -
oo (11%‘.9778) B (_01 —01) (113.59778) = (__113.59778)

Ta0() = Tao (141.5454) = (145.é454) =5

T1s0 (145.§454) - (_01 _01) (145_§454) = (__145_;)454)
Tao (D = Tuo (141.4982) = (145.4982) =T

T1g0 (145.4982) = (_01 ° 1> (145.4982> = (_—145.4982)
T4,0)(A1) = T(a0) (2 Zg) (142_6793) = A
roo (7o) = (o8 )2 = (D)

Tao(B) = Tauo (151.2951) B (155.é951) =B

T1a0 (155.2951) - (_01 —01) (155.é951) - (:155.é951) =B%

oot =Tuo (257) = (8) =,
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Tigo (156.2117) - (_01 —01) (156.2117) - (_—156.'2117) =C"

e ®9 =T (255) = (0=,

Tia0 (146.'7188) - (_01 —01) (146.'7188) = (__146.'7188):]3"1

T (ED) = Teso (12.25) _ (16.25) g,

5.05 5.05
T80 (156.6255) - (_01 —01) (156.6255) - (_—156.6255) =E%
Tan () = Tuo (304) = (505 ) =F1

oo (g = (o ) Caon) = (Taos)

Tao @ =Tan (19) = ('15) = &

moo (7o) = (o ) (1o =39
T(4,0)(H1) = T(4,0) (gg) = (12%'55) = I'1’1
T1s0 (12%'55) - (_01 —01) (12%55) - (_—12%'55)

89 - (550 -

(5= 8 ()= (58

El avion por medio de la transformacion es trasladado y rotado con un angulo de 180°

Tea,0)UI1) = Tap) (

............



