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Resumen

La desigualdad de Bell constituye un criterio esencial para diferenciar entre teorias de variables
ocultas locales y la naturaleza probabilistica de la mecanica cuéntica. En esta tesis, se presenta
un analisis matematico de la desigualdad desde una perspectiva basada en teoria de conjuntos,
acompariado por simulaciones computacionales desarrolladas en Python. Estas simulaciones
modelan el comportamiento de electrones al interactuar con filtros tipo Stern—Gerlach, en
contextos tanto clasicos como cuanticos. Inicialmente, se estudié un sistema clésico sin
entrelazamiento utilizando muestras aleatorias y un modelo de medicion fundamentado en
teoria de conjuntos. En estas condiciones, la desigualdad de Bell se cumplié consistentemente,
sin importar la configuracion de los pardmetros de medicion. No obstante, al introducir un tercer
filtro en la configuracion experimental, se produjo una alteracion en el estado del sistema que
contradice las predicciones clasicas. Especificamente, con filtros orientados a 0°, 90° y 180°,
se registrd una probabilidad de deteccidn del 12,5%, que no puede ser explicada mediante
teorias clésicas, evidenciando la influencia de la medicion sobre el sistema. Posteriormente, al
analizar sistemas cuanticos con particulas entrelazadas en estado singlete, se observo que, para
ciertos angulos relativos entre filtros, las probabilidades de deteccion violaban la desigualdad
de Bell, validando asi las predicciones no locales de la mecanica cuantica. En conclusion, el
estudio demuestra que la desigualdad de Bell es una herramienta poderosa para contrastar
modelos clasicos y cuanticos, y que el enfoque mediante teoria de conjuntos puede ofrecer

nuevas perspectivas sobre los fundamentos de los fendmenos cuanticos.

Palabras clave: Desigualdad de Bell, teoria de conjuntos, mecénica cuéntica, electrones,

correlaciones cuanticas.



Abstract

Bell's inequality serves as an essential criterion for distinguishing between local hidden variable
theories and the probabilistic nature of quantum mechanics. This thesis presents a mathematical
analysis of the inequality from a set theory-based perspective, supported by computational
simulations developed in Python. These simulations model the behavior of electrons interacting
with Stern—Gerlach-type filters in both classical and quantum contexts. Initially, a classical
system without entanglement was studied using random samples and a measurement model
based on set theory. Under these conditions, Bell's inequality was consistently satisfied,
regardless of the measurement parameter configurations. However, when a third filter was
introduced into the experimental setup, a state alteration was observed that contradicted
classical predictions. Specifically, for filters oriented at 0°, 90°, and 180°, a detection
probability of 12.5% was recorded an outcome that cannot be explained by classical theories,
highlighting the influence of measurement on the system. Subsequently, when analyzing
guantum systems with entangled particles in a singlet state, it was found that for certain relative
filter angles, detection probabilities violated Bell's inequality, thereby confirming the nonlocal
predictions of quantum mechanics. In conclusion, this study demonstrates that Bell's inequality
is a powerful tool for contrasting classical and quantum models and that a set-theoretical

approach can offer new insights into the mathematical foundations of quantum phenomena.

Keywords: Bell’s inequality, set theory, quantum mechanics, electrons, quantum correlations.



I. INTRODUCCION

1.1. Descripcion y formulacion del problema

La desigualdad de Bell ocupa un lugar fundamental en los cimientos de la fisica
moderna, ya que establece un criterio matematico para distinguir entre las predicciones de
las teorias de variables ocultas locales y los resultados probabilisticos propios de la
mecanica cuantica. Desde su formulacién por Bell (1694), ha sido objeto de un intenso
estudio desde perspectivas fisicas y experimentales, lo que ha dado lugar a una amplia base
de evidencia empirica que confirma su violacion en sistemas cuanticos entrelazados (Aspect
et al., 1982). No obstante, a pesar del respaldo experimental acumulado, persiste un vacio
conceptual respecto a su analisis desde marcos matematicos mas fundamentales, como la
teoria de conjuntos. Estos enfoques, que sustentan los modelos deterministas tradicionales,
ofrecen una via relevante para profundizar en la comprension de las limitaciones de las

teorias clasicas frente a la estructura no clasica de la realidad cuantica.

En los modelos clasicos, se asume que los resultados de las mediciones estan
completamente determinados por variables ocultas preexistentes, las cuales pueden
representarse dentro de un espacio muestral bien definido, estructurado mediante conjuntos
y subconjuntos que satisfacen los axiomas de la probabilidad clésica (Kolmogorov, 1956).
Bajo este marco, las correlaciones entre observables deben cumplir necesariamente la
desigualdad de Bell. Sin embargo, tanto las predicciones teoricas de la mecanica cuantica
como los resultados experimentales derivados de sistemas entrelazados indican que no es
posible describir de manera coherente todos los resultados de medicion utilizando una Unica
estructura probabilistica clasica. Esta incompatibilidad pone en evidencia limites
fundamentales en la aplicabilidad del formalismo basado en teoria de conjuntos para

describir fendmenos cuanticos.



En este contexto, el problema central de la presente investigacion consiste en
cuestionar en qué medida la desigualdad de Bell puede ser comprendida y formalizada
desde la teoria de conjuntos, y como dicha formulacion permite revelar las limitaciones
inherentes de los modelos clésicos al intentar describir sistemas cuanticos. Asimismo, se
plantea analizar como la introduccion de nuevas configuraciones de medicion, como la
inclusion de filtros tipo Stern—Gerlach, modifica la estructura del espacio de eventos y las
probabilidades asociadas, evidenciando el papel activo de la medicion en la mecénica
cuéntica y reforzando la necesidad de enfoques matematicos alternativos para su adecuada

interpretacion.

1.2. Antecedentes

Desde la primera publicacion realizado por Albert Einstein y sus colegas
cuestionando la mecanica cuantica hasta la actualidad han existido innumerables

publicaciones referente al tema (Einstein et al., 1935).

Uno de los primeros trabajos tedricos que llevo lo filosofico a lo real fue el trabajo
publicado por Jhon S. Bell en 1964 en donde mediante ecuaciones matematicas podria
corroborar que la MC no puede ser entendida mediante teorias de variables ocultas como

Albert Einstein y sus colegas predecian (Bell, 1964).

Sin embargo, en 1969 el teorema inicialmente propuesto por Bell fue generaliza para
una situacion mas real sin considerar la perfeccion por Clauser, Home, Shimony y Holt
denominado desigualdad de CHSH o segunda desigualdad de Bell que actualmente es usado
para corroborar trabajos experimentales debido que esta desigualdad ya cuenta con un limite

numérico para su corroboracion (Clauser et al., 1969).

En 1972, Freedman y Clauser, realizan un trabajo de investigacion sobre la prueba

experimental de las teorias locales de variables ocultas dando razén a la MC sobre que no



pueden ser explicados mediante teorias de variables ocultas y locales (Freedman y Clauser,

1972).

En 1974, Clauser y Horne, exploraron las implicaciones experimentales de las
teorias locales objetivas en el contexto especifico de la relatividad especial, concluyendo
que la ley de la relatividad no es violada y que la mecénica cudntica no puede ser explicada

mediante teorias de variables ocultas locales (Clauser y Horne, 1974).

Por otro lado, en 1975, Aspect propone un disefio experimental especifico para
entender si las teorias locales pueden proporcionar una explicacion completa de los

fenomenos cuanticos o si existen limitaciones fundamentales para el entendimiento de la

MC (Aspect, 1975).

En 1976, Fry y Thompson realizaron un estudio de teorias locales de variables
ocultas en la medicién de la correlaciéon de la polarizacion lineal entre dos fotones,
obteniendo una clara violacion de la desigualdad de Bell y concordando con la mecanica
cuantica, de que no pueden ser explicados mediante teorias locales de variables ocultas (Fry

y Thompson, 1976).

En 1978, Clauser realizé un estudio sobre las implicaciones del teorema de Bell
junto a Shimony, donde discuten las cuestiones filosoficas y tedricas de estos resultados
para una comprension de la naturaleza cudntica. El trabajo realizado por los autores fue
fundamental para la comprension de la no localidad cuantica y los fendmenos de

entrelazamiento cuantico (Clauser y Shimony, 1978).

En 1982, Aspect y colegas realizaron la primera prueba experimental utilizando
analizadores de variacién temporal, que tenia como objetivo medir las correlaciones de las
polarizaciones lineales de pares de fotones. Los resultados que obtuvieron concordaron con

las predicciones de la mecénica cudntica sobre las correlaciones de particulas entrelazadas,



en contraposicion al argumento EPR de teorias de variables ocultas locales (Aspect et al.,

1982).

Por otro lado, en 1982, Aspect y Roger, en colaboracidon con Grangier, realizaron un
estudio sobre la correlacion de la polarizacion lineal de pares de fotones emitidos en una
cascada de calcio. Los resultados que obtuvieron concuerdan con las predicciones de la MC

sobre la existencia del entrelazamiento cuantico (Aspect et al., 1982).

En 1995, John S. Bell realizé un estudio de la no localidad cuantica en el contexto
de fotones generados en cascadas atdmicas, con el objetivo de conciliar con las predicciones

de la MC para versiones idealizadas de los experimentos en cuestion (Bell, 1995).

Un estudio realizado por Tittel y colegas demostraron que, para fotones preparados
y separados por mas de 10 km, existe una clara violacion de la desigualdad de Bell,
refutando definitivamente el argumento EPR de la posibilidad de que existan variables

ocultas locales (Tittel et al., 1998).

En 1998, Weihs y colegas realizaron un estudio aplicando las ideas de los trabajos
de Aspect sobre las particulas entrelazadas, confirmando la existencia de una clara violacion
de la desigualdad de Bell bajo las estrictas condiciones de localidad de Einstein (Weihs et

al., 1998).

En 1999, Aspect, mediante varios resultados experimentales, declaré que los fotones
entrelazados, separados a distancias extremadamente grandes, deben considerarse como un
unico objeto inseparable, sin la posibilidad de ser entendidos mediante teorias de variables

ocultas (Aspect, 1999).

Por otro lado, después de la ultima publicacion de Alain Aspect en 1999, Rowe y
colegas en 2001 realizaron un estudio sobre las correlaciones de las propiedades clasicas de

particulas masivas de iones de *Be+. Estas correlaciones violan la desigualdad de Bell en
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un factor de 0.25 con respecto a lo maximo valor permitido por las teorias de variables

locales (Rowe et al., 2001).

En 2008, Matsukevich y colegas realizaron un estudio sobre la violacion de la
desigualdad de Bell con dos qubits atomicos de iones de Yb+ remotos, siendo uno de los
trabajos mas relevantes en el desarrollo de la computacién y la comunicacion cudntica

(Matsukevich et al., 2008).

En 2013, Giustina y colegas corroboraron experimentalmente la desigualdad de Bell
utilizando fotones entrelazados sin la suposicion de muestreo justo, manifestando que las
teorias realistas de variables ocultas deberian ser abandonadas definitivamente (Giustina et

al., 2013).

Sin embargo, Christensen y colegas en 2013 realizaron un estudio sobre la
desigualdad de Bell para fotones entrelazados, Este estudio marco un hito al ser el primer
experimento en detectar la violacion de la desigualdad de Bell con una significancia

estadistica de mas de 7 desviaciones estandar (Christensen et al., 2013).

Finalmente, en 2015, Alain Aspect public6 su ultimo articulo titulado “Cerrando la
puerta al debate cudntico de Einstein y Bohr”, en el que anuncia que deberiamos renunciar
al realismo local ante las inmensas pruebas experimentales sobre la violaciéon de la

desigualdad de Bell y dar paso a nuevas investigaciones (Aspect, 2015).

A partir del afio 2015 hasta la actualidad, se realizaron diversos estudios
significativos en el campo de la fisica cuantica. En 2015, Abellan y colegas demostraron la
generacion de nlimeros aleatorios para pruebas de Bell sin brechas, mientras que Shalm y
colegas presentaron una violacion al realismo local utilizando fotones entrelazados (Abellan
et al., 2015; Shalm et al., 2015). En 2017, Rosenfeld y colegas midieron correlaciones entre

sistemas distantes, también violando el realismo local (Rosenfeld et al., 2017). En 2018,
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Rauch y colegas realizaron un experimento coésmico de Bell con fotones entrelazados en
polarizacion, hallando una violacién estadisticamente significativa de la desigualdad de
Bell. Por ultimo, Li y colegas midieron la correlacion de fotones entrelazados separados,
refutando modelos locales de variables ocultas (Rauch et al., 2018; Li et al., 2018). Estos

estudios representan avances significativos en la comprension de la mecénica cuantica.

En 2022, Alain Aspect, John Clauser y Anton Zellinger fueron galardonados con el
premio nobel en Fisica, por sus investigaciones con fotones entrelazados abriendo a nuevas
investigaciones basadas en tecnologias e informacién cuanticas (Nobel Prize Outreach AB,

2022).

Esta tesis de licenciatura tiene como objetivo analizar la informacion presentada por
Pinochet y Libano en su articulo de 2016, que aborda la teoria de conjuntos. Se propone
aplicar esta teoria en combinacion con el diagrama de Venn y con filtros tipo Stern Gerlach
para explorar la violacion de la desigualdad de Bell. Para ello, se realizard simulaciones
utilizando el programa Python, donde nos permitiré identificar los limites y condiciones en

las que dicha desigualdad de Bell es violada.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivos General

Comprension y analisis de la desigualdad de Bell mediante la teoria de conjuntos
1.3.2. Objetivos Especificos
Objetivo especifico 1: Obtener la desigualdad de Bell utilizando conceptos de teoria de
conjuntos.
Objetivo especifico 2: Investigar la conexién conceptual entre la teoria de conjuntos y

la teoria cuéntica en la desigualdad de Bell.
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Objetivo especifico 3: Examinar el papel de la desigualdad de Bell como evidencia a
favor de la mecanica cuantica mediante la teoria de conjuntos.
Objetivo especifico 4: Aplicar la teoria de conjuntos para demostrar la violacion de la

desigualdad de Bell utilizando un filtro tipo Stern Gerlach.

1.4. Justificacion

Este estudio de investigacion tedrica busca la comprension de la desigualdad de Bell
mediante la teoria de conjuntos, dirigido tanto a expertos como a aquellos que estan

interesados en entender la desigualdad de Bell desde una perspectiva conjuntista.

1.5. Hipétesis

Mediante la teoria de conjuntos es posible derivar la desigualdad de Bell, el cual
bajo un sistema clasico la desigualdad se muestra como valida. No obstante, al probar con
filtros tipo Stern Gerlach con configuraciones con uno, dos y tres filtros, especialmente en
sistemas en estados entrelazados, se observara una violacion de la desigualdad de Bell, lo
que, desde la perspectiva de la teoria de conjuntos, evidencia el caracter no local de la

mecanica cuantica.
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II. MARCO TEORICO
En este capitulo, detallaremos conceptos de la mecanica cudntica y discutiremos las

violaciones de las desigualdades de Bell, basados en las siguientes referencias: (Bell, 2024;

Sakurai y Napolitano, 2020; Griffiths y Schroeter, 2018; Nielsen y Chuang, 2010).

2.1. Introduccion de la mecanica cuantica

La mecanica cuantica es una teoria fundamental para comprender el universo a nivel
microscopico. En los siguientes capitulos, presentaremos los postulados de la mecéanica

cuantica y en donde surgen las desigualdades de Bell.
2.1.1. Postulados de la mecanica cudntica
Los postulados de la mecanica cuantica son el punto de partida para una posterior

comprension que queramos estudiar (Iza, 2012).

Primer postulado: Cada sistema cuantico aislado esta asociado a un Espacio de
Hilbert H, en donde el sistema estd completamente defino por un vector de estado cudntico

denotado por [Y).

El estado cuantico puede ser definido de acuerdo con la notacion de Dirac por [) y
para un estado de Hilbert bidimensional H, puede ser escrito mediante una combinacion

lineal de los dos estados

[¥) = ala) + b|B), (1
donde a, b € C y |a), |B) son base ortonormal que € H, por condiciéon de normalizacion

podemos encontrar la siguiente relacion.

lal? + |b|? = 1. 2
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Segundo postulado: /a evolucion temporal de un sistema cuantico cerrado estd
gobernada por la ecuacion de Schrodinger, que describe como el vector de estado del

sistema cambia con el tiempo

L adly)
lhw = H[y), (3)

donde h = 1,054571628x1073% J.s y H el hamiltoniano del sistema cerrado.

Tercer postulado: Las mediciones cudnticas estan dadas por un conjunto de

operadores denotados por {M,,}. La probabilidad antes de que el sistema colapse esta dado

por

B = (Y|My My |9), “4)

donde M, es el operador de medicion conjugado o hermitico de un sistema complejo.

Cuarto postulado: E! espacio de Hilbert de un sistema compuesto, es dado por el
producto tensorial de los espacios de Hilbert de cada subsistema fisico. A partir de este
postulado podemos definir dos tipos de estados ampliamente usadas: los estados separables

y los estados entrelazados.

o Estado separable: Estos estados se pueden descomponer mediante un producto

tensorial de cada subsistema, como por ejemplo descomponiendo un estado |);, € H.

[Y)12 = ol ® @ )2, (%)
donde |p); € Hy,|p); € HyyHy, Hy ¢ H
e Estado entrelazado: Son aquellos estados donde no se pueden descomponer
mediante un producto tensorial de dos subsistemas fisicos y que dicho estado no puede
escribirse de forma independiente. Por ejemplo, si tenemos el siguiente estado fisico

1

[Y)12 = \/E

(10)1 @ [0)2 + [1)1 ® [1)2). (6)
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Los estados entrelazados de dos dimensiones también son conocidos como /os

estados de Bell y son 4 estados posibles (Pineda, 2012).

1
lY)y = ﬁ(lOlH 110)), (7)
). = —(jo1) — |10) 5
- = —=(lon) - 10, ®)
)i = L 00) + |11) 9
@) = —=(100) + 1), ©)
) = —(j00) — 11) 10
0)- = —=(100) — 1), (10)

Los 4 estados de Bell tienen aplicaciones importantes en criptografia cuantica,
teleportacion cuédntica, computacion cuantica y son fundamentales para el desarrollo de

tecnologias avanzadas y seguras.

2.1.2. La medida

El problema de la medida en la MC es uno de los mas grandes misterios y debatidos
en la fisica contemporanea. Segun los postulados, la descripcion del estado de un sistema
se realiza mediante la funcion de onda de Schrodinger, que representa la probabilidad de
encontrar una particula en una determinada posicion. Al realizar una medicion en el sistema,
su estado colapsa instantdneamente en uno de los posibles estados de medicion; esto es lo

ue algunos denominan “e/ colapso de la medicion de onda”.
D

Este fendmeno del colapso de la funcion de onda es uno de los aspectos mas
controversiales de la MC. Existe una variedad de cientificos expertos en el area y
preguntandose: {Por qué ocurre el colapso y por qué lo hace de manera aleatoria? Estas
preguntas llevan a diferentes interpretaciones tratando de explicar el fendmeno observado

sin una respuesta clara o veridica del fendémeno observado.
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La medida en la MC sigue siendo un tema abierto en debate para entender el
fendmeno y entenderlo completamente podria requerir un avance tecnoldgico, experimental

o conceptual sobre el entendimiento de la naturaleza fundamental que gobierna el universo.

2.1.3. Desigualdades de Heisenberg

Conocido como el principio de indeterminacion de Heisenberg. Estas desigualdades
establecen una relacion de incertidumbre sobre ciertas cantidades fisicas de una particula

subatomica
1 11
AAAB = S [([4,B]), (1

h
AxAp = E, (12)

donde A, B dos operadores arbitrarios y Ax, Ap es la variacion de posicidon y momento, estas
ecuaciones demuestran que mientras mas precisa sea la medicioén de uno de los parametros,

mayor serd la incertidumbre del otro pardmetro.

Esta propiedad de la desigualdad de Heisenberg tiene importantes implicaciones en
la MC, desde la naturaleza de las particulas subatomicas hasta el entendimiento de
fenomenos como el efecto tinel, en contra posicion a la teoria clasica que las medidas no
se basan en incertidumbres. Einstein no concordaba con esta teoria de que en el mundo
subatdémico todo era de probabilidades y menciono una famosa frase “Dios no juega a los

dados” y naci6 la paradoja EPR.

2.2. Paradoja Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) y Desigualdad de Bell

La mecénica cuantica en sus inicios tenia en debate a grandes cientificos sobre las
implicaciones de la MC en las leyes fisicas. Einstein y un grupo de cientificos de renombre
no aceptaban la no localidad de la MC y el principio de incertidumbre de Heisenberg,

argumentando de que la funcion de onda que describe la MC era una onda no completa, sin
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embargo, en 1964 Jhon S. Bell demostr6 que las teorias deterministas o locales no puedes
describir el comportamiento de la MC, concluyendo que esta ultima ofrece una descripcion
completa de los fendmenos y no una teoria incompleta como planteaban muchos cientificos

de la época.

2.2.1. Paradoja Einstein-Podolsky-Rosen

En 1935, Albert Einstein junto a Boris Podolsky y Nathan Rosen, publicaron un
articulo criticando a los fundamentos de la MC llamado “Can Quantum- Mechanical
Descripcion of Reality be Considered Complete?” (Einstein et al., 1935). Estableciendo las

bases de las llamadas “teorias de variables ocultas”.

a) La descripcion del argumento EPR

La descripcion del argumento EPR es puramente filosofico, sim embargo en este
apartado intentaremos dar una explicacion matematica basado en la informacion
experimental de una particula para deducir las siguientes informaciones, como la posicion

y momento de una segunda particula.

Figura 1

Configuracion mental para describir la paradoja EPR

Particula

z=0,p=0

Particula 1 Particula 2

a

Z1,P1 Z2, P2




18

Nota. La siguiente Configuraciéon mental bidimensional sirve para describir la paradoja
EPR sobre el comportamiento del entrelazamiento cuantico, donde p1 y p2 describen el
momento de cada particula, x; y x> describe la posicion de cada particula separados una
distancia “a” extremadamente lejos para garantizar que no existe interaccion entre ellos.

Fuente: Elaborado por el Autor.

Observando la figura 1, podemos plantear las siguientes ecuaciones, considerando

que el momento se conserva

P =Dp1+D2 13)

X=X — X, = a. (14)
El criterio EPR: “Si, en un sistema sin perturbar, podemos predecir con certeza el
valor exacto de la magnitud fisica, por lo tanto, existe un elemento de realidad fisica
correspondiente a dicha cantidad”, se considera que el conmutador de la posicion x y el
momento p es cero ([x, p] = 0), por lo tanto, se le puede asignar simultineamente elementos

de realidad dado un montaje experimental.

Entonces es posible preparar un sistema con la siguiente probabilidad de medicion

P(p =0,x = a), (15)
con la medida de la posicion de la particula 2 (x2), podemos predecir con exactitud la

posicion de la particula 1 (x1), con la siguiente relacion

X1 =X, +a, (16)
por conservacion de momento, una medida del momento p2 nos puede revelar con exactitud

el momento de la particula 1

P1 = —Ds, (17)
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por lo tanto, podemos predecir la posicion y el momento de la particula 1 al 100% de
probabilidad de encontrar el valor previsto, entonces, podemos decir que: la medida de x2

revela la posicion de x1 y la medida de p2 revela el momento de p1.

La paradoja EPR no viola la teoria de la relatividad, segun la cual nada puede viajar
mas rapido que la velocidad de la luz, independientemente de la distancia. Esto se debe a
que, aunque la correlacion cuantica entre particulas entrelazadas parece permitir una
comunicacion instantanea, en realidad no se esta transmitiendo informacion en el sentido
clasico. Los resultados medidos en un extremo del entrelazamiento no pueden utilizarse
para transmitir informacion de manera instantanea al otro extremo. Por lo tanto, la paradoja
EPR no contradice la teoria de la relatividad especial, ya que no permite una comunicacion

mas rapida que la luz.

Sin embargo, esta paradoja fue refutada por Jhon Bell en 1964, donde demostrd
matematicamente que la teoria EPR de variables locales ocultas necesariamente entraria en

conflicto con la mecanica cudntica para ciertas condiciones.

2.2.2. Teorema de Bell

Jhon Stewart Bell, Fisico tedrico irlandés comenzoé a estudiar la no localidad para
corroborar si la teoria de variables ocultas podria predecir todas las predicciones cudnticas
llegando a la conclusion de que para ciertos valores es violada las predicciones clésicas y

en 1964 publica un articulo matematico demostrando la no localidad de la MC (Bell, 1964).
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Figura 2

Diserio experimental del teorema de Bell

3 - 0"" &

-y Alice Es$ :i“dg Bob D@
‘?-'#' ‘ 1] ‘?'#‘

Nota. Diagrama de una fuente que emite particulas con espin 2 en direcciones

seleccionadas a dos detectores llamados Alice y Bob para ilustrar la paradoja EPR. Fuente:

Elaborado por el Autor.

Los observables por los detectores Alice y Bob como es observada en la Figura 2
son los espines 2 de cada particula en ciertas direcciones seleccionadas fijas cuando se
encuentran extremadamente lejos, fuera de cualquier posible interaccion. Las proyecciones
del espin para demostrar el teorema de Bell juegan un papel similar al de la posicién y el

momento en la teoria del EPR.

Para demostrar el teorema de Bell, consideremos un sistema de dos particulas (1 y
2) como se muestra en la Figura 2 y que forman un estado singlete que viajan en el mismo
eje en sentidos opuestos

L
V2

denotaremos por A y B a los resultados de medir las proyecciones de los espines en

[¥) = —=(]01) —[10)), (18)

direcciones especificas dadas por los vectores unitarios a y b.

Para la hipdtesis de localidad consideremos que existe variables ocultas en los

resultados de las proyecciones del spin de las particulas de A(a, A) y B(b, 1) a lo largo de
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la direccion de a y b estd definida por el parametro A, la variable oculta y si existiera mas

variables ocultas, A representa todas esas variables ocultas.

El realismo local proviene del hecho de que A(a, 1) existe antes de la medicion y
no es creado por la observacion definida por la MC, de forma anéloga definimos B(b, 1),

por ende A(a, A) no depende de B (b, 4), estableciendo la siguiente normalizacion

A(a,A) =11y B(b,A) = £1. (19)
El parametro A no es conocido, pero se propone que existe su funcion de

probabilidad definido por

fmﬂzL (20)

pa € [0,1]. Q1)

Con esta distribucion podemos definir la media del producto de las mediciones, dada

por:
P(a,b) = f paA(a, )B(b, A)dA. (22)
El estado singlete donde el spin total cero se satisface la siguiente igualdad
A(a, ) = —B(a, 1), (23)
entonces
P(a,b) = — j paA(a, M)A(b, A)dA. (24)

Introducimos un nuevo vector unitario ¢, entonces

P(a,c) = — J paA(a, 1)A(c, )dA, (25)

por lo tanto



P(a,b) — P(a,c) = fp,l [A(a,1)A(b,A) — A(a, A)A(c, A)]dA,
donde

A(a, ) = B(b,X) = C(c,A) = +1,

entonces el modulo de las proyecciones esta dado por
|A(a, DI? = |B(b, DI = |C(c, D> =1,
por lo tanto, tenemos
P(a,b) — P(a,c) = — f pall—A(b,A)A(c,1)]A(a, 1)A(b,A)dA,

aplicando modulo a ambos lados

|P(a,b) — P(a,c)| < f o [1 —A(b,A)A(c,A)]A(a,1)A(b, A)|dA,
donde

pPr = 0,
|A(a, )B(b, )| =1,
1—A(b,)A(c,X) = 0,

por lo tanto, podemos obtener la siguiente relacion
|P(a,b) — P(a,c)| < Jpl[l — A(b,1)A(c,A)]dA,

|P(a,b) — P(a,c)| < fp;tdl— fA(b,/l)A(c,/l)d/l,
finalmente

|P(a,b) — P(a,c)| < 1—P(b,c).

22

(26)

27

(28)

(29)

(30)

€2))
(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

La ecuacion (36) es la desigualdad de Bell que debe ser obedecida por cualquier

teoria local y realista.
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a) Predicciones cuanticas

La prediccion cuantica debe demostrar la violacion de la desigualdad de Bell
obtenido en el apartado anterior mediante la determinacion del valor esperado del producto
de las variables de proyeccion de spin, tanto para la particula 1 en la direccion a y para la

particula 2 en la direccién b.

El valor esperado de las componentes del spin en las direcciones a, b para dos

particulas de espin ' total cero, es dado por:

P(a,b) = (¢|(0y.@)(05.b)|9). (37)

El estado singlete |0) del spin total cero, es dado por

1
V2

En Notacion de espin es posible escribir la ecuacion 38 de la siguiente

|1/)): (|0>1®|1>2_|1)1®|0)2)- (33)

manera
1
V2

donde los subindices 1, 2 indican los estados de las particulas 1 y 2.

[Y) = —=(|01) — |10)), (39)

La Solucion de la ecuacion 37 se encuentra en el Anexo 2 de la tesis doctoral de Gonzalo
Abal (Gonzalo Abal, 2007; Sakurai y Napolitano, 2011) y estd dada por la siguiente

ecuacion

P(a,b) = (1/)|(01.€L)(02.l3)|1/)) =—a.b = —cos(a—D). (40)
También es posible determinar la amplitud de probabilidad de una medida de

encontrar espin up en las direcciones @ y b y esta dado por

P(a,b) = %sin2 (a ; b). (41)
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Segun la teoria de variables ocultas la ecuacion, las probabilidades de la
encontradas bajo la ecuacion (36) y la ecuacion (37) deberian tener los mismos valores, sin
embargo, para ciertos valores como es observado la Figura 3 dicha desigualdad es violada

Figura 3

Prediccion cuantica para el teorema EPR
A% | s Fuente A 1ME
Bob

-+ Alice b D@

Nota. Tres proyecciones de spin en tres direcciones unitarios a, b 'y ¢ con proyecciones de

45° entre ellos. Fuente: Elaborado por el Autor.

La prediccion de la mecéanica cudntica para los tres vectores unitarios observados en

la figura 3, esta dada por la siguiente ecuacion

|P(a,b) — P(a,c)|=|—a.b+a.c|=|—cos(90°) + cos(45)|, (42)
|P(a,b) — P(a,c)| = g (43)

La prediccion de la mecénica clésica para el ejemplo mostrado en la figura 3 para

los tres vectores unitarios esta dado por

- 2
1+P(bc)=1- b.€=1—cos(45°)=1—§. (44)
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Comparando los resultados obtenidos mediante la prediccion cuantica dada por la
ecuacion (43) y la prediccion cldsica dada por la ecuacion (44) y reemplazando en la

ecuacion (36), obtenemos la siguiente ecuacion

V2 V2
ve _ye 45
Zs1 > (45)

resolviendo la desigualdad, obtenemos el siguiente resultado

V2 <1, (46)
este resultado es absurdo, con este resultado podemos afirmar que la mecanica cuantica no
puede ser predichos en su totalidad por teorias de variables ocultas como fue propuesta por

la mecanica clasica.

b) Generalizacion de la desigualdad Bell (SCSH)

La generalizacion de la desigualdad de Bell lo realizaron Clauser y colegas, y es
denominado desigualdad de SCSH por sus iniciales y su uso es frecuente para verificar las

desigualdades de Bell en los experimentos actuales (Clauser et al., 1969).

CHSH mantienen el determinismo y localidad para demostrar el teorema de Bell,
sin embargo, no asumen la correlacion perfecta, esto implica que las proyecciones A(a, 1),

B(b, 1) ya no son binarias y cumplen la siguiente igualdad
—-1<A(a,A)<1 y —1<B(b1)<1, (47)
por lo tanto, la media de producto de un par de medidas este dado por
P(a,b) = J A(a,A)B(b, )p(A)dA. (48)

Consideremos que (a,b) y (c¢,d) son dos orientaciones de los detectores Alice y Bob,

por ende la diferencia de correlaciones esta definido por
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P(a,b) — P(a,d) = f [A(a, )B(b, 1) — A(a, )B(d, D)]p(A)dA, (49)

por simplicidad consideremos A(a, A) = A, , para escribir la siguiente identidad algebraica

ampliamente utilizada en Fisica y matematica
AaBb - AaBd = AaBb i AaBbACBd - AaBd 'T‘ AaBbACBd' (50)
AuBy — AuBg = AgByl1 £ ABy] — AgBy[l % AByl. (51)
Reemplazando la ecuacion (51) en la ecuacion (49), obtenemos
P(a,b) — P(a,d) = fA(a, AMB(b, D[1 £ A(c, )B(d, V]p(1)dA

(52)
- f A(a, )B(b, D[1 + A(c, )B(d, )]p(A)dA.

El producto de la ecuacion (47) este dado por |A(a,1)B(b,A)| < 1, por ende, 1 +

A(a,A)B(b,A) = 0, aplicando valor absoluto a la ecuacion (52) y resolviendo, obtenemos

|P(a,b) — P(a,d)| < f[Z + A(c,A1)B(d,A) + A(c,A)B(b,A)]p(A)dA, (53)
por condicidén de normalizacidén

|P(a,b) — P(a,d)| <2+ [P(c,d) + P(c,b)], (54)
|P(a,b) — P(a,d)| + |P(c,d) + P(c,b)| < 2. (55)
Utilizando uso de la desigualdad triangular, se puede expresar en términos del

parametro de Bell.

—2<E=P(ab)—P(ad)+P(c,d)+P(c,b) <2 (56)
En experimentos actuales es comn usar la desigualdad generaliza de Bell (CHSH)

con valores de expectacion.

S = |E11 + E;; +Ey — E22| <2 (57)
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La desigualdad CHSH predice que si S < 2, el sistema puede ser descrito mediante
teorias locales y si S > 2, la desigualdad de Bell es violada y la teoria no podrian ser
explicados mediante teorias locales, para entender el comportamiento de esta desigualdad
de CHSH es planteada el siguiente ejemplo como es mostrado en la figura 4.

Figura 4
Prediccion cuantica en la desigualdad CHSH

Fuente (2}

0l i a»

.
ARl :

D@ Alice b Bob D@

F e ‘ 2 I ¢ | >
; a ,

d

we [0; 27]

Nota. Proyeccion de spin en direcciones de los detectores de Alice dada por a, ¢ y Bob dada
por b, d coplanares y ortogonales entre si y el sistema de Bob est4 rotando por un Angulo

@ € [0; 2] con respecto al detector de Alice. Fuente: Elaborado por el Autor.

Utilizando el ejemplo mostrado de la figura 4 y realizando el uso de la correlacion
cuantica dada por P(a,b) = —cos(a —b), podemos desarrollar la desigualdad

generalizada de Bell, obteniendo el siguiente valor en funcion del angulo de rotacion ¢.

Smc(@) = Cos(3¢) — 3 Cos(o), (58)

donde la ecuacion 58 puede ser graficado obteniendo el siguiente grafico (Ver figura 5)
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Figura 5

Comportamiento de la desigualdad CHSH entre lo clasico y cuantico

Smc(p)

Sistema Cuantico

Sistema Clésico

Sye = cos(3¢p) — 3 cos(yp)

Sistema Cuéntico

Nota. Prediccion cudntica para el teorema generalizada de Bell, las lineas rojas horizontales
marcar el limite de la desigualdad entre lo clasico y lo cuantico. Fuente: Elaborado por el

Autor.

Observando la Figura 5, podemos observar que es una generalizacion de la primera
ecuacion de Bell, con la desigualdad de CHSH se ha abandonado una correlacion perfecta
como inicialmente Bell lo habia demostrado e incluso con la posibilidad de que los
detectores Alice o Bob fallen al detectar, con esto se da pase a experimentos en laboratorios

como serd mencionado en el siguiente capitulo, ver programacion de Python en anexo 1.

) Veredicto experimental

Existe muchos veredictos experimentales desde la proposicion de Bell en 1964, sin
embargo, solo mencionaremos los experimentos desarrollados por Alain Aspect ganador del
premio nobel en 2022 y colaboradores en la década de los 80, Alain Aspect tiene el mérito
por haber desarrollo un experimento para medir las correlaciones de la polarizacion de

fotones que no satisfacian las desigualdades de Bell y proporcionaron evidencias
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experimentales claras sobre que la mecanica cudntica no puede ser descrito mediante teorias
de variables locales, dando inicio a un sinfin de experimentos hasta la actualidad. En la
figura 6 muestra el laboratorio donde Alain Aspect trabajo arduamente para demostrar que
la desigualdad de Bell es violada y que las teorias de variables ocultas no podrian explicar

el comportamiento de la Mecéanica Cuantica.

Figura 6

Montaje experimental de Alain Aspect

i
fi

. : -
-

o =

Nota. Experimento de Aspect con eleccion retardada. Fuente:

https://www.fisicacuantica.es/el-experimento-de-aspect-con-eleccion-retardada/.
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1. METODO

3.1. Tipo de investigacion

La presente investigacion es de caracter teorico, con un enfoque cuantitativo y un
nivel explicativo, debido a que tiene como finalidad profundizar en la comprension
matematica de la desigualdad de Bell desde la perspectiva de la teoria de conjuntos,
explicando las diferencias fundamentales entre los modelos clasicos de variables ocultas
locales y las predicciones de la mecénica cuantica. En cuanto al disefio metodologico, se
adopta un enfoque no experimental de tipo analitico-computacional, porque no se
manipulan variables en un entorno fisico real. En su lugar, se desarrollan y analizan modelos
formales y simulaciones computacionales, implementadas en lenguaje Python, que
permiten representar y comparar el comportamiento de sistemas clasicos y cuanticos bajo

distintas configuraciones de medicion.

3.2. Ambito temporal y espacial

La presente investigacion se desarrolla durante el afio académico 2025, en el
contexto del andlisis tedrico y computacional de fendmenos cuanticos desde una perspectiva
interdisciplinaria. Dado su enfoque tedrico y analitico—computacional, el estudio no se
limita a un entorno fisico o laboratorio especifico, sino que se enmarca en el espacio
académico de investigacion universitaria, con el uso de herramientas de simulacion y
programacion en Python para modelar distintos escenarios. En este sentido, el &mbito
espacial corresponde al entorno digital y matematico desde el cual se abordan los modelos
clasicos y cuanticos, permitiendo una exploracion conceptual profunda de la desigualdad

de Bell y su relacion con la teoria de conjuntos.
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3.3. Variables

Las principales variables de esta investigacion tedrica son:

e Configuracion del sistema de medicion cuantico

e Cumplimiento o violacion de la desigualdad de Bell

3.4. Poblacion y Muestra

En esta tesis de licenciatura, de caracter tedrico y computacional, no considera una
poblacion conformada por sujetos humanos, dado que su objeto de estudio se centra en el
analisis matematico de la desigualdad de Bell. La muestra corresponde a un subconjunto
intencional y no probabilistico de dichas configuraciones, el cual incluye escenarios
representativos utilizados en el estudio de la desigualdad de Bell, tales como

configuraciones con dos y tres orientaciones de mediciéon mediante filtros tipo Stern—

Gerlach.

3.5. Instrumentos

Los principales instrumentos utilizados en esta investigacion teodrica son: La teoria
de conjuntos, algebra de conjuntos, la teoria de la media del producto de dos variables,
revision bibliografica, analisis critico de la literatura existente, la utilizacion de programa
de Python, para la realizacion de las graficas de la simulacion y finalmente una computadora
para realizar dicho trabajo de investigacion.

3.6. Procedimientos
El procedimiento de investigacion estara dado principalmente por:
e Revision literaria de la desigualdad de Bell.
e Revision matematica de la teoria de conjuntos.
e Desarrollo de un marco teérico que incorpore la desigualdad de Bell en las

predicciones cudnticas y las teorias locales.
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e Demostracion la violacion de la desigualdad de Bell mediante la teoria de
conjuntos.

e Resultados y Conclusion del trabajo

3.7.Analisis de datos

El analisis de datos en esta investigacion teorica tiene un enfoque en el tratamiento
en los conceptos matematicos y fisicos utilizando la teoria de conjuntos, ofreciendo un

enfoque matematico conceptualmente claro y para el estudio de la desigualdad de Bell.
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IV. RESULTADOS

En este apartado sera descrito la desigualdad de Bell mediante a partir de la teoria

de conjuntos partiendo del diagrama de Venn.

a) Diagrama de Venn

El diagrama de Venn, es una representacion grafica que se utiliza para mostrar las
relaciones entre dos 0 més conjuntos como es observado en la siguiente figura 7. Consiste
en la superposicion de completa o parcial de circulos (Cervantes y Montaio, 2016). El
diagrama de Venn tiene infinidades de aplicaciones en las areas cientificas y no cientificas,
sin embargo, en esta tesis sera implementado para comprender el comportamiento de la

desigualdad de Bell.

Figura 7

Diagrama de Venn

Nota. Diagrama de Venn de dos conjuntos. Fuente: Elaborado por el autor.

b) Demostracion de la desigualdad de Bell

Para poder demostrar la desigualdad de Bell utilizando la teoria de conjuntos es

necesario considerar el siguiente escenario ideal.
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En el afo 2025, Imaginemos que un grupo de estudiantes ha ingresado a la escuela
profesional de fisica de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica como es observado
en la figura 8. Estos estudiantes se encuentran en un auditorio, recibiendo por parte de los
profesores una calida bienvenida y después de una gran bienvenida realizada, los

estudiantes deben salir del auditorio en forma ordenada.

Figura 8

Escenario ideal para para determinar la desigualdad de Bell

Fuente: Elaborado por el autor

En la salida de la puerta del auditorio se encuentra una bella profesional, quien sera
el encargado de medir la estatura (L), Cintura (C) y masa (M) solo a los estudiantes sin
tomar en cuenta a los docentes presentes en el auditorio, para luego clasificarlo, mediante

las siguientes caracteristicas que sera crucial para obtener la desigualdad de Bell.

L*;> 170 cm

L: Estatura { L~ < 170 cm

C*;> 87 cm

C: Cintura { C-:< 87 cm

M*; > 80 kg

M: Masa { M~; < 80 kg
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Nuestro objetivo es utilizar este escenario ideal para formular y demostrar la
desigualdad de Bell empleando la teoria de conjuntos para sistemas clasicos y para sistemas
cuanticos. Sin embargo, mientras el estudiante se encuentra en el auditorio se encuentra en
un estado de doble posibilidad al mismo tiempo hasta no ser medido por el profesional y

clasificarlos de acuerdo con su medida.

Con las medidas tomadas por el profesional encargado, el estudiante solo puede
tomar un valor de cada variable por ejemplo L*, C*, M- 6 L", C", M" pero nunca puede tomar

los dos valores al mismo tiempo después de ser medido por el profesional encargado.

Con esta informacion obtenida por el profesional, es posible agrupar a los alumnos

en 8 conjuntos segun sus caracteristicas como es observado en la Figura 9.

Figura 9

Los 8 conjuntos que agrupan todas las posibles caracteristicas de los estudiantes.

C C Cs Cy
Cs Cs C; Cs

Nota. Las componentes L, C y M representa las caracteristicas de cada estudiante y cada

estudiante solo puede tomar un valor predeterminado definido por (+) o (-). F uente:

Elaborado por el autor.
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De los 8 conjuntos mostrados en la figura 9, podemos generar dos diagramas de
Venn con los valores positivos (+) y otra con los valores negativos (-). En esta tesis solo
consideramos los valores (+) para obtener una desigualdad de Bell mediante la teoria de
conjuntos utilizando el diagrama de Venn de tres conjuntos, como se muestra en la figura

10.

Figura 10

Diagrama de Venn para las proposiciones de las caracteristicas positivas de los

estudiantes.

L+ Cf+
Lt NCF N T '
s A

M+

Fuente: Elaborado por el autor

Al observar la figura 10, mediante el diagrama de Venn es posible agrupar los 8
conjuntos obtenidos en la figura 9, agrupando de manera independiente los datos con rasgos
(+) y de manera analoga es posible agrupar los rasgos (-) mediante la teoria de conjuntos.
Por ende, es posible hallar las siguientes ecuaciones para el caso de los datos positivos a

partir de la Figura 10

#(LY,CY) =#(L* nCrnM*) + #(L* nM* nCY), (59)

#(c*t,M*) =#(C* nLt nM*¥) + #(L* nCt n M¥), (60)
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#(L*,M*) = #(L* nCrnM*) + #(L* nCt n M*), (61)
Sumando la ecuacion 59 y 60, restando la ecuacion 61 obtenemos la siguiente

expresion

#(LY, CH)+#(ct,M¥) —#(LM¥) =#(L* nM* nC)+ #(CtnLltnM*),  (62)
donde podemos afirmar al 100% de que el nimero de medicion de #(L* nM* nC*) +
#(C*n L*n W) , puede tener cierta cantidad de alumnos o ninguna, por ende, siempre

resultara ser mayor o igual a cero, entonces podemos afirmar lo siguiente

#(L*,C*) + #(C*, M¥) — #(L*, M%) = 0, (63)

despejando

#(L*,C*) + #(Ct, M) = #(L*, M¥). (64)
La desigualdad obtenida en la ecuacion 64 representa el nimero de mediciones
positivas realizadas a los estudiantes segun sus caracteristicas tomadas por el profesional.
Si deseamos expresar en términos de probabilidades, dividimos entre el nimero total de

alumnos medidos por el profesional y obteniendo la siguiente expresion

P(L*,C*) + P(C*,M*) = P(L*, MY), (65)
la ecuacion 65 es valida para toda medicion realizada en un sistema clasico. Para demostrar
que se cumple en todo sistema clésico, se presenta una simulacion realizada en Python, la
cual generard una muestra random de 1000 alumnos que, de manera aleatoria, tomaran las

caracteristicas mencionadas anteriormente, como es observado en la Figura 11.
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Figura 11

Simulacion realizada en el programa Python para predecir que la desigualdad de Bell

obtenida en la ecuacion 65.

P(L",C)+P(C",M~)>P(L",M~)

Fuente: Elaborado por el autor.

Esta simulacion realizada en Python, mostrada en la Figura 11, muestra puntos de
diferentes colores y que cada punto representa una caracteristica del estudiante. Por
ejemplo, si nosotros contamos los puntos celestes y dividimos entre la cantidad total de
puntos obtenemos la probabilidad de obtener estudiantes solamente altos y asi
sucesivamente podemos obtener para el resto de las caracteristicas de los estudiantes. Para
una comprobacion complementaria del lector, se recomienda consultar el algoritmo de
Python dada en el Anexo 2. Este permite modificar los pardmetros de medicion y comprobar
que, independientemente de los valores elegidos, la ecuacién 65 se cumple

consistentemente.

Sin embargo, la interrogante fundamental para el desarrollo de esta tesis es
responder la siguiente pregunta: ;satisface esta desigualdad obtenida mediante la teoria

de conjuntos a los resultados predichos por la mecanica cuantica? Para poder responder



39

esta pregunta, se realizard un analisis utilizando un dispositivo que tendra la funcién de un

filtro tipo Stern-Gerlach.
¢ Filtro Tipo Stern — Gerlach

En esta oportunidad, utilizaremos un dispositivo teorico que funciona como un filtro
tipo Stern-Gerlach, este dispositivo se encarga de seleccionar uno de los estados del haz de
electron; especificamente, en el desarrollo de esta tesis, cumple la funcion de filtrar el estado
del espin down. Para una comprension mas detallada del funcionamiento de este dispositivo,
se recomienda al lector consultar el articulo de Harrison (2006), disponible en el sitio web
de la Universidad de Toronto, este dispositivo tiene el siguiente formato propuesto por el

autor como se observa en la figura 12.
Figura 12

Modelo del dispositivo propuesto por Harrison

T

Electron
Gun Beam

Magnets &
Beam Stop

Fuente: Adaptado de Harrison (2006)

Sin embargo, por simplicidad en nuestra tesis vamos a considerar el siguiente
formato que representaria el dispositivo propuesto por Harrison, como es observada en la

siguiente Figura 13.
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Figura 13

Adaptacion del dispositivo de Harrison

Filtro

34

Fuente

Angulo de orientacion
del dispositivo(Q)

Haz de electrones en

estados aleatorios

Fuente: Elaborado por el autor.

La figura 13 muestra una adaptacion del dispositivo propuesto por Harrison, en la
cual el angulo de inclinacion se representa mediante una manecilla indicadora. Esta
representacion permite una mejor visualizacion de la orientacion del filtro sin necesidad de

inclinar graficamente todo el dispositivo, facilitando asi su analisis y comprension.

Este filtro es netamente ideal, quedando su posible construccién a criterio y
desarrollo de la ingenieria. En el contexto de esta tesis, se asume que dicho dispositivo
cumple la funcion de filtrar exclusivamente el estado de espin down. El andlisis
correspondiente se desarrollara en el siguiente capitulo, donde se empleara este aparato

tedrico con el proposito de verificar la desigualdad de Bell.

d) Prediccion cudntica mediante la teoria de conjunto aplicado al spin electronico
mediante un filtro tipo Stern Gerlach

Consideremos una situacion similar al apartado anterior, sin embargo, en esta
oportunidad para una fuente de electrones que emite haz de electrones con espin en
direcciones aleatorias, que tiene que atravesar un dispositivo que funciona como un filtro
que fue propuesto en el apartado anterior, estableciendo los siguientes parametros L, C y
M, que representa en esta oportunidad las orientaciones del filtro, para analizar el

comportamiento del espin up (+) de los electrones después del filtro.
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L*: espin up

L: Filtro Orientado a 0° { _ ]
L™ : espin down

C*: espin up

C: Filtro Orientado a 45° { _ ]
C™ : espin down

M™: espin up

M: Filtro Orientado a 90° { _ ,
M~ : espin down

Por lo tanto, es esencial destacar que los valores de orientacion del filtro propuesto
para los angulos L, C y M pueden ser modificados de manera arbitraria en funcion de su
analisis requerido. No obstante, de acuerdo con la teoria de las variables ocultas locales, se
debe cumplir la desigualdad de Bell, obtenida en la ecuacion 65. En caso de que no se
cumpla con dicha desigualdad, seria considerada violada, lo cual contradice los principios
de esta teoria clasica. Para garantizar la consistencia de las predicciones de la mecanica
cuantica y los resultados experimentales, es esencial que cada término de la desigualdad se
exprese como una funcién de una componente asociada a cada eje de direccion. Esto es una
exigencia de las reglas de la mecanica cuantica como de los resultados obtenidos mediante
experimentos. Por lo tanto, al seleccionar los superindices (+) en la ecuacion 65, se obtiene
la siguiente expresion, que se alinea con las predicciones esperadas y a las condiciones

establecidas para el anélisis de la violacion de la desigualdad de Bell en el sistema cuantico.

P(L*,C*)+ P(C*,M*) = P(L*,M™), (66)
con el fin de analizar el comportamiento del espin electronico y determinar si cumple o no
con la desigualdad de Bell, expresada en la ecuacion 66 el cual fue determinado a partir de
la teoria de conjuntos, se ha elaborado un esquema experimental tedrico que hace uso de
dos filtros tipo Stern—Gerlach. Este esquema nos permitira verificar si dicha desigualdad se

mantiene o, por el contrario, es violada bajo las condiciones planteadas.
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Sin embargo, para una evaluacion detallada, se recomienda al lector consultar el
libro de Mecdnica Cuantica de Lkharev (2025), donde se presenta la expresion
correspondiente a la probabilidad de encontrar el espin "up" después del segundo filtro dada

por la ecuacion 67.

P(1) = P(6y,6,) = cos? (@), (67)

donde 6, es la orientacion del primer filtro y 6, es la orientacion del segundo filtro.

A continuacion, se realizara un analisis de tres situaciones distintas, manteniendo en
una orientacion de 0° grados el primer filtro, y considerando como variable la orientacion

el segundo filtro, como se detalla a continuacion.

Primera situacion: Se insertan dos filtros en una orientacion idéntica, el primer
filtro y el segundo filtro orientados a 0° grados, como es ilustrado en la Figura 14. Es
importante destacar que todos los electrones espin up seleccionados por el primer filtro,
atraviesan sin alteraciones el segundo filtro. Este comportamiento del espin demuestra que,
definido el estado de espin del primer filtro, una segunda medicion en la misma orientacioén

no proporciona informacion adicional ni altera la configuracion cuantica del sistema.

Figura 14
Carion de electrones con dos filtros en la misma direccion
L0 Filtro 1 Filtro 2
0.8
= 06 Fuente
S
S
R, 04
o2 SEVAIL
electrones

Fuente: elaborado por el autor
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Segunda situacion: Se insertan dos filtros en orientaciones opuestas: el primero
filtro a 0° grados y el segundo filtro a 180° grados, como es observado en la Figura 15. De
manera similar primer caso, el primer filtro selecciona los electrones cuyo spin estéa alineado
con su orientacion, permitiendo el paso del 50% del total emitido inicialmente. Sin embargo,
al alcanzar el segundo filtro, orientado en direccion opuesta, se llega a observa que ninguno
de los electrones con espin “up” logra atravesar el filtro, este resultado es coherente con las

predicciones de la mecénica cuéntica.

Figura 15

Canion de electrones con dos filtros en direcciones opuestas.

1.0
Filtro 1 Filtro 2
0.8 g oue
C Y
— Fuente
cg] 0.6 [0
5 0.50 _ ,
8 spin up spin down
% o L
‘ |4
0-2 HaZ de (0—)
electrones spin up spin up

Fuente: Elaborado por el autor

Tercera situacion: Se colocan dos filtros en orientacion perpendicular: el primero
filtro como en todas las situaciones a 0° y el segundo a 90°, como es ilustrado en la Figura
16. como en las dos situaciones anteriores mencionadas, el primer filtro selecciona el 50%
de los electrones emitidos de espin “up”. Al atravesar el segundo filtro, orientado de manera
perpendicular con respecto al primer filtro, se observa que solo el 25% del total inicial de

electrones satisface ambas condiciones de espin “up”.
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Figura 16

Carion de electrones con dos filtros en direcciones perpendicular.
1.0

Filtro 1 Filtro 2

. Fuente
Cgl 0.6 0,

: 0'50 spin u| spin down
3 p/ P p
oy P

I \j'
02 Haz de
electrones spin up

Fuente: Elaborado por el autor

A través del analisis de las tres situaciones mencionadas anteriormente, es posible
generalizar y obtener el siguiente comportamiento de deteccion de espin “up” en la salida
del segundo filtro a medida que este gire desde 0° grados a 180° grados y expresada en
porcentaje (%), como es observada en la Figura 17.

Figura 17

Comportamiento para un haz de electrones con filtros tipo Stern-Gerlach

=385

0=0y—0;

Fuente: Elaborado por el autor



45

Al observar la Figura 17, se puede afirmar que, a medida que el segundo filtro gira
desde 0° grados a 180° grados, la probabilidad de detectar electrones con espin “up” (P(T1))
disminuye progresivamente como podemos visualizar en la linea celeste y de manera
analoga es posible determinar el comportamiento de deteccion del espin “down” (P({)). La
simulacion realizada en Python (Anexo 4) nos permite comprender el comportamiento de
los electrones con espin “up” medida después del segundo filtro para cualquier angulo de

orientacion dada por el segundo filtro.

Para verificar si la desigualdad de Bell obtenida en la ecuacion 66 mediante la teoria
de conjuntos es violada, realizamos el siguiente analisis de probabilidad con los valores de
orientacion de angulo relativo del filtro para 0°, 45° y 90° grados inicialmente propuestos

como es observado en la Figura 18.

Figura 18
Verificacion de la desigualdad de Bell

Pl =07)=31.00
e P(0°,45°) + P(45°,90°) > P(0°,90°)

A

0.85+0.85=1.71 > 0.50

P(0 =90°) = 0.50

P (61,65)

0=0;—6;

Fuente: Elaborado por el autor

Al evaluar las probabilidades obtenidas mediante simulacion realizada en Python
(ver anexo 5), se verifica la siguiente relacion numérica:

1,71 > 0,5. (68)
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Este resultado obtenido demuestra que la desigualdad de Bell planteada en la
ecuacion 66 no es violada. Por el contrario, se verifica como valida, indicando que los
resultados obtenidos bajo este modelo de la teoria de conjuntos son compatibles con las
predicciones de la teoria clasicas. Por otro lado, se le invita al lector revisar el anexo 5y
variar los &ngulos de orientacion de los filtros y comprobar ello a propia investigacion de

corroboracion.

Sin embargo, la pregunta que surge es: ¢qué ocurre si se introduce un tercer
filtro? ¢EIl resultado permanece constante o varia significativamente? Esta pregunta

busca poner a prueba la desigualdad de Bell obtenida en la ecuacién 66.

Si al introducir el tercer filtro no se observa ningin cambio en la probabilidad de
deteccion de espin “up”, la desigualdad obtenida mediante la teoria de conjuntos se
mantendria valida. No obstante, si se observa un cambio en la probabilidad de deteccion,
implicaria una violacion de la desigualdad de Bell, respaldando la interpretacion dada por
la mecanica cuantica. Para verificar ello se realiza la siguiente configuracién tedrica como

es observada en la Figura 19.

Figura 19

Carion de electrones con tres filtros en tres giros de 90 grados

1.0
Filtro 1 Filtro 2 Filtro 3
0.8
—_ Fuente
qc;l 0.6
S 0.50
N
R4
0.25
0.2
0.125
spin up

Fuente: Elaborado por el autor
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En la Figura 19, se ilustra una configuracion que incorpora tres filtros colocados
secuencialmente, en orientaciones de 0°, 90° y 180° grados. Esta configuracion nos permite
analizar la probabilidad de deteccion de espin “up” y compararlo con los resultados
obtenidos en la Figura 15, donde se analiza el comportamiento de espin “up” para dos filtros
de 0° y 180° grados, obteniendo el siguiente analisis. Al atravesar el tercer filtro, la
probabilidad de deteccion de electrones de espin “up” es de 12,5% respecto al ntimero
inicial de electrones emitidos. Este resultado, reproducido mediante simulacion realizada
en Python (ver en Anexo 6), permite explorar cdmo la introduccion de un tercer filtro afecta
la medicion de probabilidad de detectar espin “up”, debido a que, si el tercer filtro orientado

a 90° no estuviera, la probabilidad de detectar espin “up” seria de 0%.

Para una mejor visualizacion del efecto que produce la introduccion de un tercer
filtro, se realiz6 la siguiente simulaciéon en Python y Wolfram bajo las siguientes
condiciones: el primer filtro se mantiene fijo con una orientacion de 0°, el tercer filtro actia
como una variable que puede tomar valores desde 0° hasta 180°, y el segundo filtro
permanece estatico con un valor especifico. En esta simulacion, se consideran tres angulos
diferentes para el tercer filtro, tal como se muestra en la figura 20 y figura 21, relacionadas

por la siguiente ecuacion matematica

M) (69)

6. —86
P(1) = P(8,,65,0,) = cos? (%) cos? ( >
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Figura 20

Simulacion realizada en Python de como afecta la introduccion de un tercer filtro

()_‘-} — {]c
0; = 45°
03 = 90°

03 = 150°

- N ! ! I
t 1 T T ,\>

Nota: En la siguiente grafica se muestra una familia de curvas, donde P(T) representa la

probabilidad de medicion del espin “up” con respecto al angulo de giro de nuestra variable

0,. Fuente: Elaborado por el autor

Figura 21

Visualizacion 3D para observa el comportamiento del espin up en la salida del filtro
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Nota: En la siguiente gréafica tridimensional se muestra el comportamiento de la
probabilidad, dada por la ecuacion 69, en funcioén de los dngulos 0. y 0; (expresados en
radianes), manteniendo fijo el angulo 0: en 0 grados. La grafica fue generada utilizando el

programa Wolfram Mathematica. Fuente: Elaborado por el autor

Bajo estas condiciones maliciosas observadas en la figura 20 y 21, la intuicion
clasica es violada debido a que el filtro intermedio redefine el estado del electron, sin
embargo, no es posible aplicar directamente a la ecuacion 66 esta situacion de tres filtros
consecutivos. Para ello realizaremos el analisis computacional para un contexto
entrelazado, utilizando el mismo par de electrones EPR. En este tipo de sistema que esta
compuesto por dos electrones que se encuentran en una superposicion perfectamente
entrelazada, de modo que la medicién del espin de uno de los electrones determina
instantdneamente el estado del otro, independientemente de la distancia a la que se

encuentren, lo que Albert Einstein lo llamo “accion fantasmal a distancia ™.

Para verificar que la desigualdad de Bell obtenida mediante la teoria de conjuntos
es violada, tomamos la condicion fundamental de que los electrones emitidos por una fuente
radiactiva se encuentran en un estado singlete, es decir, con espin total cero. No obstante,
se introduce una variacién en la configuracion: cada uno de los dos filtros pueden orientarse
de manera independiente en tres posibles direcciones, designadas como L, C y M, como

pueden observar en la Figura 22.
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Figura 22

Diserio teorico para estudiar el comportamiento de los electrones entrelazados utilizando

dos filtros

Filtro 1 3 |W Filtro 2
i

F

% -@r

Fuente

Fuente: Elaborado por el autor

A partir de la Figura 22 es posible determinar todas las probabilidades conjuntas
asociadas a la medicion del espin “up”. Para un analisis mas detallado y riguroso de estos
resultados, se recomienda consultar el libro de Mecanica Cuantica de Likharev (2025) y la

tesis de Gonzalo Abal (2007), donde se desarrollan las siguientes ecuaciones mayor

profundidad
P(LY,C*) = %sen2 (%), (70)
P(Ct,M*) = %sen2 (lgCTM), (71)
P(L*,M*) = %sen2 <0LTM), (72)

donde P(L*,C™"), representa 14 probabilidad de encontrar el espin “up” en la direccion
unitaria de L y C, respectivamente. 6, representa el angulo entre las direciones unitarias

Ly C, de forma anéloga, se puede definir las demas probabilidades conjuntas.

la ecuacion 70, 71 y 72 remplazando en la ecuacion 66, obtenemos la siguiente desigualdad

1 0 1 0 1
— 2 — 2= > — 2 73
2Sen <2> + 2Sen <2> > 2sen (), (73)

simplificando la ecuacioén 73 obtenemos la siguiente desigualdad



51

2sen? (g) > sen?(6). (74)

Definimos f(0) para representar a cada una de las funciones de la desigualdad de
la ecuacion 74, para visualizar estas funciones utilizamos el programa Python (Ver anexo

7) como es observado en la figura 23.

Figura 23
La desigualdad de Bell es violada para angulos relativos menor a 90°
0
A f( ) sin?(6)

+ 2sin®(6/2)

Fuente: Elaborado por el autor

Los resultados obtenidos en la figura 23 a partir del analisis computacional muestran
que la desigualdad de Bell planteada mediante la teoria de conjuntos es violada para ciertos
valores especificos en un sistema cuéntico. En particular, se observa una violacion cuando
el angulo relativo entre las orientaciones de los filtros es menor a 90° grados. Este rango
corresponde a una region donde las correlaciones cuanticas entre particulas entrelazadas
superan los limites maximos establecidos por las teorias clasicas. Estos resultados refuerzan
nuestra hipotesis de la tesis de que la realidad fisica a nivel cuantico no puede describirse
completamente mediante modelos clasicos, como lo que pretendian explicar mediante su

paradoja EPR, Einstein, Podolsky y Rosen.
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V. DISCUSION DE RESULTADOS

La simulacion computacional desarrollada en Python respalda el cumplimiento
de la desigualdad de Bell dada por la ecuacion 65 dentro de un contexto cléasico. Al
generar una muestra aleatoria de las caracteristicas de los estudiantes, se verifica que la
relacion matematica se mantiene invariable, sin importar la variacion de parametros de
medicion. Esto sugiere que el comportamiento probabilistico observado en sistemas
clasicos se ajusta a las restricciones impuestas por dicha desigualdad.

El experimento simulado, basado en la interaccion de un haz de electrones con
dos filtros tipo Stern—Gerlach orientados a 0°, 90° y 180°, permitié analizar la
probabilidad de deteccidon de electrones con espin “up” en funcion del dngulo relativo
entre ambos filtros y los resultados obtenidos en la figura 18 muestran que las
probabilidades encontradas no violan la desigualdad de Bell formulada en la ecuacion
66. Este hallazgo es coherente con las predicciones de teorias clasicas, ya que en este
escenario ideal no se han considerado estados entrelazados, los cuales son
fundamentales para que se produzcan violaciones en la desigualdad de Bell.

La introduccion de un tercer filtro en la configuracion de nuestro sistema con
filtros tipo Stern—Gerlach, orientados a 0°, 90° y 180°, revela un comportamiento que
contradice la intuicion clasica. Mientras que con dos filtros alineados a 0° y 180° la
probabilidad de deteccion de espin “up” es nula, la incorporacion de un filtro intermedio
a 90° grados genera una probabilidad del 12,5%, demostrando que la medicion
intermedia redefine el estado del sistema.

Finalmente, en la Figura 22 se analiza el comportamiento de un sistema cuantico
con particulas en estado entrelazado, mediante simulaciones realizadas en Python. Los
resultados muestran que, para angulos menores a 90° grados, las probabilidades

obtenidas se desvian significativamente de las predicciones formuladas por teorias
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clasicas. En estas condiciones, se observa una violacion clara de la desigualdad de Bell
planteada en la ecuacidon 66, lo cual constituye una evidencia a favor de la mecénica

cuantica y su naturaleza no local.
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VI. CONCLUSIONES

6.1. Utilizando la teoria de conjuntos nos permiti6 obtener la desigualdad de Bell bajo un
marco cldsico, mostrando que, en sistemas sin entrelazamiento cuantico, las
correlaciones simuladas respetan dicha desigualdad.

6.2. Las simulaciones realizadas utilizando un haz de electrones frente a dos filtros tipo
Stern—Gerlach confirmaron las predicciones clasicas, evidenciando que, sin estados
entrelazados, la desigualdad de Bell permanece valida y puede interpretarse
correctamente desde una perspectiva de conjuntos.

6.3. La introduccion de un tercer filtro con orientacidon intermedia provoco una desviacion
significativa respecto a las predicciones clasicas. Este comportamiento revela que la
medicidn intermedia redefine activamente el estado del electron, generando efectos que
no pueden ser explicados por teorias clasicas, y evidenciando el caracter contextual y
no clésico de la mecénica cudntica.

6.4. El analisis del estado singlete de espin, también simulado en Python utilizando filtros
tipo Stern Gerlach, mostr6 violaciones claras de la desigualdad de Bell. Estas
violaciones no pueden ser justificadas por teorias clasicas, lo que constituye una
evidencia so6lida del cardcter no local del entrelazamiento cuantico y refuerza los
postulados fundamentales de la mecéanica cuéntica.

6.5. Las simulaciones desarrolladas en Python demostraron ser una herramienta eficaz para
modelar, visualizar y cuantificar fendémenos cudnticos. Esta metodologia no solo
permitié validar los fundamentos tedricos de la fisica cuantica, sino que también facilito
la comprension conceptual de fendmenos complejos como el entrelazamiento y la

violacion de desigualdades clésicas obtenida mediante la teoria de conjuntos.
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VII. RECOMENDACIONES

Las recomendaciones necesarias para que esta tesis sea replicada para futuras

investigaciones son las siguientes.

7.1. Requerimientos técnicos: Para la correcta ejecucion de las simulaciones descritas en
el anexo, se recomienda contar con un equipo de computo que disponga de al menos 4
GB de memoria RAM y una tarjeta grafica, con el fin de evitar ralentizaciones durante
el procesamiento de los algoritmos.

7.2. Entorno de desarrollo: Se sugiere realizar la implementacion de los algoritmos
utilizando Visual Studio Code en su version actualizada, junto con la instalacion de la
libreria Manim Community, debido a su facilidad de uso y versatilidad para la
generacion de animaciones matematicas.

7.3. Proyecciéon de mejoras: A partir de los algoritmos proporcionados, se recomienda que
futuros investigadores desarrollen y optimicen simulaciones mas avanzadas, de manera
que se logren representar con mayor fidelidad escenarios relacionados con mediciones

cuanticas y fendémenos asociados a la desigualdad de Bell.
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En los siguientes anexos en formato figura se muestran los algoritmos utilizados

para analizar el comportamiento de la desigualdad de Bell, frente a sistemas clasicos y

cuanticos.

Anexo 1: Algoritmo de Python para para describir de forma dindmica la desigualdad

de Bell generalizada CHSH.

figuraS(Scene):
f construct(self):

self.camera.background_color =

y_axis_config=

)

axes.y_axis.numbers.set_color(colorl)

labels = axes.get_axis_labels(x_label="\

Def a
f func(phi
return np.cos(3 * phi) - 3 * np.cos(phi)

graph = axes.plot(func, color=BLUE)
graph_anim = Create(graph)

*, y_label="S_

line_pos = axes.get horizontal line(axes.c2p(2 * PI, 2), color
line_neg = axes.get_horizontal_line(axes.c2p(2 * PI, -2), colo

dot = Dot(color=YELLOW)
dot.move_to(axes.c2p(@, func(9)))

f update_dot(mob, alpha):
phi_value = alpha * 2 * PI

mob.move_to(axes.c2p(phi_value, func(phi_value)))

)").set_color(colorl)

D, stroke width=2)
ED, stroke_width=2)

dot_anim = UpdateFromAlphaFunc(dot, update_dot, run_time=4, rate_func=linear)

i

texto_1 3 , font_size=24, color=WHITE).move_to([PI/8, 2.5, @])

texto_2 axt (" t nti , font_size=24, colo

texto_3
texto_4

3 1

self.play(Create(axes), Write(labels))
self.play(graph_anim)
self.play(Create(line_pos), Create(line_neg))
self.play(dot_anim)

HITE) .move_to([P1/8, -2.5, @])

) .move_to([PI/8, 1, 8])

, font_size=24, color=BLUE).move_to([PI/8, -1, @])

self.play(Cr: 2(texto_1), Create(texto_2), Create(texto_3), Create(texto_4))

self.wait(2)
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e Anexo 2: Algoritmo de simulacidon realizado para demostrar que la desigualdad

obtenida en la ecuaciéon 69 mediante las teorias de conjuntos, es satisfecha por

cualquier teoria clasica.

from manim import *
import numpy as np

config.pixel_width = 3
config.pixel_height
config.frame_width
config.frame_height =

class videoS(Scene):
def construct(' 9 H
f.camera.background_color = BLACK

np.random.seed(42)
N

altos = np.random.choice([1, @], size=N, p=[

cintura_grande = np.random.choice([1,
masa_alta = np.random.choice([1,

np.mean((altos ==
= np.mean((cintura_grande ==
np.mean((altos ==

puntos = Veroup()
for i1 in range(N):
X = np.random.uniform(-4, 4)
y = np.random.uniform(-2, 4)

) & (masa_alta

>

1, size=N,
8], size=N, p=

) & (cintura_grande ==
1) & (masa_alta

))

if altos[i] and cintura_grande[i] and masa_alta[i]:

color = WHITE

elif altos[i] and cintura_grande[i] ==

color = YELLOW

elif cintura_grande[i] and masa_alta[i] == o:

color = ORANGE
elif altos[i] and masa_alta[i] =
color = PURPLE
elif altos[i]:
color = BLUE
elif cintura_grande[i]:
color = GREEN
elif masa_alta[i]:
color = RED

color = PINK

punto = Dot(point=[x, y,
puntos.add(punto)

.play(FadeIn(puntos), run_time=2)

texto_probs = VGroup(

{C*+1}

1f.play(write(texto_probs))

desxgualdad
f'{P_L_Cn:
)

MathTex(

. plagr(urxte(desigualdad))

ait(3)

leyenda = VGroup(
VGroup(Dot(color=BLUE), Tex("
VGroup(Dot(color=GREEN), Tex
VvGroup(Dot(color=RED), Tex(
VGroup(Dot(color=YELLOW), Tex(
VGroup(Dot(color-ORANGE), Tex("C
VGroup (Dot (color=PURPLE), Tex("A
VGroup(Dot(color=WHITE), Tex|
VvGroup(Dot(color=PINK), Tex("

).arrange(DOWN, aligned_edge-LEFT).scale(

.play(FadeIn(leyenda))

0], radius=e.

7, color=color)

F}", color=WHITE).shift(up *
2f}", color=WHITE).shift(upP * 2 3
:.2f}", color=WHITE).shift(up * 2.5

Mn:.2f}", color=WHITE

ITE) .next_to(Dot(color=BLUE), RIGHT, buff: )
color=WHITE).next to(Dot(color%REEN), RIGHT, buff=0.3)),
» colo IITE).next_to(Dot(color=RED), RIGHT, buff=0.3)),
color=WHITE) .next_to(Dot(color=YELLOW), RIGHT, buff=0.3)),

» Color=WHITE).next_to(Dot(color-ORANGE), RIGHT, buff=2.3))

> color'mITE) next_to(Dot(color=PURPLE), RIGHT, buff=2.3)),
5", color=WHITE).next_to(Dot(color=WHITE), RIGHT, buff=0.3)),
“, color=WHITE).next_to(Dot(color=PINK), RIGHT, buff=0.2)),
.to corner(uR)
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e Anexo 3: Algoritmo del comportamiento del spin electronico frente a dos

polarizadores

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

anglel =
angle2

PO /2

P2 = P1 * np.cos(np.radians((angle2>- anglel)/2))**2
intensidades = [PO, P1,'P2]
etiquetas = ['PO, 'spin up P1', 'spin up P2']

plt.figure(figsize=(20, 12))
plt.bar(etiquetas, intensidades, color=['blue', 'orange', 'green'])
print(intensidades)

plt.ylabel('Probabilidad’', fontsize=36
plt.xticks(fontsize=25)

plt.yticks(fontsize=25

plt.ylim(e, P®)
plt.savefig('spin_45_grados_spin_©_grados.png')
plt.show()
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Anexo 4: Comportamiento del filtro tipo Stern Gerlach

config.pixel_width
config.pixel_heigh
config. frame_width =
config. frame_height =

Figurals(Scene):
def construct( ):

7.camera.background_color = WHITE
colorl= PINK

axes = Axes(

x_axis_config-{"i
y_exis_config=("include

x_label = MathTex("\\t! 1)", color=color1).scale(
X_1abel.next_to(axes.c2p( )

y_label = MathTex("P(\\th 1), 2))", color=color1).scale(
y_label.rotate(PI /

y_label.next_to(axes.c2p(9, 50), LEFT, buff=0.5)

.add(axes, x_label, y_label)

theta_values = np.linspace(9, 130, 109)
spin_up_values = * np.cos(np.radians(theta_values / 2))**
spin_down_values = 1

* np.sin(np.radians(theta_values / 2))**
spin_up_graph = axes.plot_line_graph

 values-theta_values, y_values-spin_up_values, add_vertex dots=ralse, line_color-BLUE
spin_down_graph = axes.plot_line_graph(
ues=theta_values, y_values=spin_down_values, add_vertex dots=Fslss, line_color-RED

theta_tracker = ValueTracker(?)

dynamic_angle - always_redraw(lasbda: MathTex("\\theta = {int(theta_tracker.get_value())} , font_size=50, color=colorl).to_corner(UL))
spin_up_dot = always_redraw(lambda: Dot(color=BLUE).move_to(axes.c2p(theta_tracker.get_value(), * np.cos(np.radians(theta_tracker.get_value() / 2))**2)))
spin_down_dot ays_redrau(lanbda: Dot(color-RED).move_to(axes.c2p(theta_tracker.get_value(), « np.sin(np.radians(theta_tracker.get_value() / 2))**2)))
spin_up_label = always_redraw(lasbda: MathTex(f"P * np.cos(np.radians(theta_tracker.get_value() / 2))**2)}\\¥", font_size-24, color-BLUE).next_to(spin_up_dot, UP, buff
spin_down_label = always_redraw(lasbda: MathTex(f * np.sin(np.radians(theta_tracker.get_value() / 2))**2)}\\% i

)
, font_size=24, color-RED).next_to(spin_down_dot, UP, buff=0.3))

crossing_line - always_redraw(lambda: DashedLine(
start-axes.c2p(%0,
end=axes.c2p(99, )
color-colorl
) if theta_tracker.get_value() >=

else VGroup())

#.add(dynamic_angle, spin_up_dot, spin_down_dot, spin_up_label, spin_down_label, crossing_line)

.play(FadeIn(spin_up_graph, spin_down_graph))
<1¢.play(theta_tracker.anisate. set_value(150)

, run_time=5, rate_func=linear)
wait()




e Anexo 5: verificacion de la desigualdad de Bell

from

config.pixel width =
config.pixel height =
config.frame_width =
config.frame_height =

class ecuacionB8(Scene
construct(

:1f .camera.background_color = WHITE
colorl=PINK

axes = Axes(
x_range=[2,
y_range=[2,
axis_config={ colorl},
x_axis_config={"inclu
y_axis_config clu

x_label = MathTex( a _{2}-\\tt }", color=colorl).scale(
x_label.next_to(axes.c2p(96, ©), DOWN, buff=

y_label = MathTex \theta_{1}, \thet 2} \right)”, color=colorl).scale(
y_label.rotate(PI )
y_label.next_to(axes.c2p(d, ), LEFT, buff=

:1f.add(axes, x_label, y label)
malus = lam theta: np.cos(np.radians(theta/2))**

angles = [e, 45, 9¢]
probabilities = [malus(angle) for angle in angles]

dots = VGroup(*[
Dot(color=BLUE).move_to(axes.c2p(angle, malus(angle))) angle in angles

labels = VGroup(*[
MathTex(+"P(\\theta={angle}"\ \cir {prob: .2f}", font_size=24, color=BLUE)
.next_to(dot, UP, buff=06.2)
for angle, prob, dot in zip(angles, probabilities, dots)

i)

1f.play(FadeIn(dots), Write(labels))

p_8_45 = malus(abs(2 - 45))
p_45_90 = malus(abs(45 - 98))
p_8_98 = malus(abs(e - 28))

inequality = MathTex(
P c 45 circ) + P(4
font_size=21,
color=colorl
).move_to(UP * 3+RIGHT*3)

inequality result = MathTex(
" {p_8_as:.2f} + {p_45_98:.2f} - {p_© 45 + p_4a5_9%@: 2f}
font_size=
color=GREEN i p_8_45 + p_45_90 >= p_8_98 = RED
).next_to(inequality, DOWN, buff=02.5)

.play wrueslnequauty))

.play(Write(inequality result))

theta_1_tracker = ValueTracker(2)
theta_2_tracker = ValueTracker(45)

dynanic_angle = always_redraw( MathTex(
£\t élnt theta_1_tracker.get_value:
t int(theta_2_tracker.get_value
font_size=24, color=color:
) .move_to(DOWN+RIGHT*2))

f get_dynamic_inequality():
theta 1 = theta_1_tracker.get_value()
theta 2 = theta 2 tracker.get_value()

)_dynamic = malus(theta 1 - theta 2)
= malus(theta_2 - 52)
98_dynamic = malus(theta_1 - 9¢)
inequality res
F7P(\\theta_ theta_2) + P(\\thet g irc)=
f*{p_8_dynamic + p_1 dynamic: geq {p_©_98_dynamic: . 2f}
color = GREEN if p 8 dynamic + p_1 _dynamic >= p_©_98_dynamic else RED
return MathTex(inequality result, font_size=28, color=color).next_to(dynamic_angle, DOWN, buff=
dynanmic_inequality result = always redraw(get_dynamic_inequality)
1f.add(dynamic_angle, dynamic_inequality result)
f.play(
theta_1_tracker.animate.set_value(9a),
theta_2_tracker.animate.set_value(135),

run_time=6,
rate_func=1inear

1f.wait(2)
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e Anexo 6: Comportamiento de spin electronico frente a tres filtros tipo Stern Gerlach

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

anglel
angle2
angle3

(P8 / 2)

Pl * np.cos(np.radians((angle2 - anglel)/2))**2

P3 = P2 * np.cos(np.radians((angle3 - angle2)/2))**2

probabilidades = [P8, P1, P2, P3
etiquetas = ['PO', 'spinup 1 ', 'spin up 2 ', 'spin up 3']

plt.figure(figsize=(:o, 12))
plt.bar(etiquetas, probabilidades, color=['blue', 'orange', 'green', 'red'])

plt.ylabel( 'Probabilidad', fontsize=390
plt.xticks(fontsize=25)
plt.yticks(fontsize

plt.ylim(e, P®)

plt.savefig('spin_45_grados_spin_90_grados.png')
plt.show()

print(probabilidades)




from manim import *
import numpy as np

config.pixel width =
config.pixel height
config.frame_width
config.frame_height

class ecuacion89(Scene)

B8

def construct(

f.camera.background_color = WHITE

axes = Axes(

5 2
axis_config
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Anexo 7: La desigualdad de Bell es violada para angulos relativos menor a 90°

_direction™: DOWN,

x_labels = W p(
MathTex("0", color=PINK).move_to(axes.c2p(@, -0.2)),
MathTex( \pi}{

MathTex( INK) .move_to(axes.c2p(np.pi, -9.2))

y_labels = VGroup(
MathTex("0", color=PINK).move_to(axes.c2p(-¢
MathTex("9.5", color=PINK).move_to(axes.c2p(-@.
MathTex("1", color=PINK).move_to(axes.c2p(
MathTex("1.5", color=PINK).move_to(axes.c2p(-
MathTex("2", color=PINK).move_to(axes.c2p(-0.
)

labels = axes.get_axis_labels(x_label="

funcl =

func2 = axes.plot(lambda t: np.sin(t)**2, x_range=[0, np.pi],

intersection_area =
area_above
area_below

legend = VGroup(
Tex(" t /2)$", color=BLUE).scale(
Tex("$

play(Create(axes), Write(labels))
play(Create(funcl), Create(func2))
.play(FadeIn(legend))

play(FadeIn(x_labels), FadeIn(y_labels))
play(FadeIn(area_above), FadeIn(area_below))
.play(FadeIn(intersection_area))

wait(2)

}", color=PINK).move_to(axes.c2p(np.pi/2, -08.2

axes.get_area(funcl, [@, np.pi], bounded_graph=func2, color=BLACK, opacity=0
axes.get_area(funcl, [@, np.pi], color=BLUE, opacity:
axes.get_area(func2, [©, np.pi], color=BLUE, opacity=0.

» color=RED).scale(@.7).next_to(funcl,

))s

theta)™).set_color(PINK)

axes.plot(lambda t: 2*np.sin(t/2)**2, x_range=[0, np.pi], color=BLUE)

color=RED)

-5)

.7).next_to(funcl, UP),

1.2*UP, buff=0.



