-

Er

¥
¥

R g Pat

b Zhe

Universidad Nacional Vicerrectorado d’e
Federico Villarreal INVESTIGACION

WCpdpee

FACULTAD DE CIENCIAS NATURALES Y MATEMATICA

“Generalizacion del teorema de Lax-Milgram y un problema de condiciones de
frontera lineales elipticos”

TESIS PARA OPTAR EL TiTULO PROFESIONAL DE
LICENCIADO EN MATEMATICA

Autor:

Sucasaire Sucasaire, Guillermo

Asesor:

Mg. CRUZ HUAYPARA, Alex A.

Jurados:
Dr. Anaya Calderdn, Agustin E.
Mg. Quicafo Barrientos, Carlos G.

Mg. Contreras Tito, Vladimiro

Lima-Peru

2019



Generalizacion del teorema de
Lax-Milgram y un problema de
condiciones de frontera lineales

elipticos

Guillermo Sucasaire Sucasaire
Tesis presentada a consideracion del cuerpo docente de la Facultad de Ciencias Naturales y
Matematica de la Universidad Nacional ”Federico Villarreal” como parte de los requisitos para

obtener el titulo Profesional de LICENCIADO EN MATEMATICA.



Autor:

Guillermo Sucasaire Sucasaire



Asesor:

Mg. Alex Armando Cruz Huallpara



Dedicatoria
A mis padres: Guillermo y Lidia

A mis hermanas Sonia y Gladys



Agradecimientos

Al terminar esta etapa de mi vida, quiero expresar un
profundo agradecimiento a quienes con su ayuda, apoyo y
compresion me alentaron a lograr esta bella realidad.
Agradezco a mi Dios por ser mi roca firme y fortaleza cada
dia. Agradezco a mis padres Guillermo y Lidia, mis
hermanas. quienes participaron en mi desarrollo
académico y personal. Deseo también expresar mi gratitud
a mi tutor Alex Armando Cruz Huallpara por su apoyo y
consejo para analizar tan preciada meta. Mil gracias a mis

comparieros de carrera; por su apoyo y comprension

Vi



indice

Caratula

Titulo

Autor

Asesor

Dedicatoria

Agradecimiento

Indice

Indice de figuras

Resumen

Abstrac

I. Introduccion

1.1 Descripcién y formulacion del problema.
1.1.1 Descripcion del problema.
1.1.2 formulacion del problema
Problema general

Problema especifico

1.2 Antecedentes

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

1.3.2 Objetivos Especificos

1.4 Justificacion

Il. Marco Teorico

2.1 Algunos conceptos

2.1.1 Espacios lineales y Aplicaciones en Espacios Vectoriales

2.1.2 Complementos ortogonales en Espacios de Hilbert

2.1.3 Operadores en espacios lineales normados
2.1.4 Funcionales lineales

2.1.5 Teoria de la medida

2.1.6 Diferencias Finitas

2.2 Espacios Lp(Q2)

Vii

Pag.

Xi

12
16
16
16
16
16
17
18
18
18
18
19
19
19
24
25
27
33
35
37



2.2.1. Desigualdad de Holder y de Minkowski
2.3 Distribuciones

2.3.1 Definicion

2.3.2 La funcion Delta de Dirac

2.3.3 Derivada de una distribucion

2.4 Espacios de Sobolev W* ()

2.4.1 Espacios de Sobolev H*(%2)

2.4.2 Formas bilineales

2.4.3 El Teorema de Rango Cerrado y Operador Acotado Inferiormente

I11. Método

3.1 Tipo de investigacién

3.2 Ambito temporal y espacial

3.3 Variables

3.4 Poblacion y muestra

3.5 Instrumentos

3.6 Procedimientos

3.7 Anélisis de datos

3.8 Consideraciones éticas

IV. Resultados

4.1 La Generalizacién del Teorema de Lax-Milgram
4.2 Aplicaciones

Corolario de Lax-Milgram

Formulacion variacional de problema de contorno en dimension uno
Problema eliptico de segundo orden

V. Discusion de resultados

V1. Conclusiones

VII. Recomendaciones

VIII. Referencias

viii

39
41
41
47
51
54
55
58
59
63
63
63
64
64
64
64
65
65
66
69
74
78
81
82
91
92
93
94



Indice de figuras

Figura 1: Espacios Fundamentales (Ortiz, 2010).
Figura 2: Solucion obtenida con Propa-Calor.edp

Figura 3: Variacion de la temperatura en la lamina o superficie.

Pag.
15
90
90



Resumen
El proposito de esta investigacion fue aplicar la generalizacion del teorema de Lax-Milgram en
la solucion de problemas de condiciones de frontera lineales elipticos.

La investigacion fue del tipo basico, con un enfoque cuantitativo, el disefio aplicado fue
no experimental y explicativo. Se recopild la informacion mediante libros, tesis, trabajos
virtuales y monografias para luego estudiar la informacion y sintetizarlo para la obtencion de
los resultados de trabajo de investigacion.

De acuerdo a los resultados obtenidos se verifico que la aplicacion de la generalizacion
del teorema de Lax-Milgram es una herramienta muy til que garantiza la existencia y unicidad
de la solucion en problemas de condiciones de frontera lineales eliptico, ademas se aplico el
teorema en el problema del contorno para la ecuacion del calor usando el algoritmo de
FreFrem++ luego de obtener la forma bilineal se verifico las condiciones de continuidad y la
coercividad para luego garantizar la existencia y unicidad de la solucién.

Palabras claves: Problemas de condiciones de frontera, Teorema de Lax-Milgram,

problema variacional, métodos finitos.



Abstract
The purpose of this investigation was to apply the generalization of the Lax-Milgram theorem
in solving problems of elliptic linear boundary conditions.

The research was of the basic type, with a quantitative approach, the applied design was
not experimental and explanatory. The information was collected through books, theses, virtual
works and monographs to then study the information and synthesize it. for obtaining the results
of research work.

According to the results obtained, it is verified that the application of the generalization
of the Lax-Milgram theorem is a very useful tool that guarantees the existence and uniqueness
of the solution in problems of elliptic linear boundary conditions, besides applying the theorem
in the problem of the contour for Heat equation using the FreFrem ++ algorithm after obtaining
the bilinear form verifies the conditions of continuity and coercivity to then guarantee the
existence and uniqueness of the solution.

Key words: Boundary conditions problems, Lax-Milgram theorem, variational

problem, finite methods.
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l. Introducién

La generalizacion del teorema de Lax-Milgram es una variante del Teorema de Representacion
de Riez , el cual se ha convertido en una herramienta indispensable al estudio del buen
comportamiento de las formulaciones variacionales de varios problemas de valor de contorno
lineales elipticos. Por tal razén se debe dedicar al- gin tiempo al estudio de este teorema y
algunas propiedades mas importantes.

El objeto de esta tesis es aplicar la Generalizacion del Teorema de Lax-Milgram en la
solucion de problemas de condiciones de frontera lineales elipticos. Ademas esta tesis, pretende
presentar de forma precisa las demostraciones claras de todos los principales resultados sin
pretender escribir un libro completo sobre el tema.

Desde el punto de vista de las ecuaciones diferenciales, la aparicion del Teorema de
Lax-Milgram se da en un contexto temporal en el que comenzaba el interés por formular
problemas en espacios abstractos, que pudieran capturar sus propiedades y facilitaran su
planteamiento y resolucion. Las caracteristicas intrinsecas que po- seian espacios como los de
Banach, Hilbert y Sobolev, todos ellos recientemente desarrollados, los hicieron candidatos
idoneos para esto. Lax y Milgram formaron parte de este periodo de ebullicion, contribuyendo
con un resultado de existencia y unicidad que sustentaria una parte importante de esta teoria.
De esta manera, el Teorema de Lax-Milgram resulto ser de gran ayuda en la formulacion de
problemas con soluciones débiles, problemas variacionales y para verificar el buen

planteamiento de problemas por aproximacién con el método de Galerkin.
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Sin embargo, el impacto mayor de dicho teorema no se dio por sus aplicaciones directas,
sino por la teoria, métodos y generalizaciones desarrollados a partir de éste, que tuvieron y
siguen teniendo- una amplitud ain mucho mayor.

En el capitulo 11 presentamos los conceptos fundamentales tales como espacios lineales,
complemento ortogonal, funcionales lineales y la teoria de la medida, luego presentamos la
desigualdad de Holder y de Minkowski, ademas la desigualdad de Young que es una
herramienta fundamental para la demostracion de las desigualdades de Holder y de Minkowski,
presentamos el Espacio de Disribuciones, una pequefia resefia histdrica de la funcion Delta de
Dirac, la derivada de una distribucion y ejemplos aplicativos, luego presentamos los espacios
de Sobolev, formas bilineales y el teorema de rango cerrado, luego presentamos la demostracion
de la Generalizacién del teorema de Lax-Milgram, luego presentamos las aplicaciones del
teorema del teorema de Lax-Milgram generalizado en 1D y 2D vy por ultimo presentamos las
conclusiones y resultados principales. Ademas el siguiente diagrama ilustra un panorama

general de los distintos espacios a conocer y la importancia que ello nos puede dar.
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Espacio Vectorial

Espacia Vectorial TapalSgico

Ezspacio Localments Clonveso

Ezpacio Mormado

Espacio de

Espacio
Hexivo

Espacin
e
Hilbert

Espacio Prpg-Hilb.

Banach

Espacio Métrico

Espacio Topolégico

Figura 1: Espacios Fundamentales (Ortiz, 2010).
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1.1 Descripcion y formulacion del problema.
1.1.1 Descripcion del problema
Las formulaciones variacionales de problemas de valor de contorno lineales elipticos, describen
en mayor densidad los fenomenos de la naturaleza, por ello el problema radica en analizar
primero la existencia y unicidad de las soluciones, antes de empezar a resolver el problema
variacional, por tal razon surge la genenalizacion del teorema de Lax-Milgram, el cual
cumpliendo ciertas condiciones el teorema asegura la existencia y unicidad de las soluciones,
se propone por tanto analizar, demostrar y aplicar la generalizacion del teorema de Lax-
Milgram en la soluciones de problemas de condiciones de frontera lineales elipticos.
1.1.2 Formulacion del problema
Problema General
= ;Cual es la aplicacion de la generalizacion del teorema de Lax-Milgram en la solucion
de problemas de condiciones de frontera lineales elipticos?
Problema Especifico
= ;Cuales son los principales topicos afines de la generelizacion del teorema de Lax-
Milgram en la solucion de problemas de condiciones de frontera lineales elipticos?
= ;Cual es el analisis de las condiciones que deben de cumplirse en la solucion de
problemas de condiciones de frontera lineales elipticos de la generalizacion del teorema
de Lax-Milgram?
= ;Cuél es la demostracion de la generalizacion del teorema de Lax-Milgram en la

solucion de problemas de condiciones de frontera lineales elipticos?
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1.2 Antecedentes

El Teorema de Lax-Milgram ha sido, desde su formulacién en 1954, una piedra angular en el
estudio del analisis funcional. Propuesto por los matematicos Peter D. Lax y Arthur N. Milgram
como una herramienta util a la teoria de existencia y unicidad de soluciones de las ecuaciones
diferenciales parciales lineales del tipo eliptico, este teorema tuvo repercusion en este la
matematica aplicada como en el estudio teorico del analisis funcional.

Las cardcteristicas intrinsecas que poseian espacios como los de Banach, Hilbert y
Sobolev, todos ellos recientemente desarrollados, los hicieron candidatos idoneos para esto.
Lax y Milgram formaron parte de este periodo de ebullicion, contribuyendo con un resultado
de existencia y unicidad que sustentaria una parte importante de esta teoria.

De esta manera, el Teorema de Lax-Milgram result6 ser de gran ayuda en la formulacién
de problemas con soluciones débiles, problemas variacionales y para verificar el buen
planteamiento de problemas para aproximacion con métodos de Galerkin. Sin embargo, el
impacto mayor de dicho teorema no se dio por sus aplicaciones directas, sino por la teoria,
métodos y generalizaciones desarrollados a partir de éste.

Gil (2016) en su investigacion titulada EI teorema de Lax-Milgram y una aplicacion a
las ecuaciones diferenciales parciales, realizo un estudio del tipo basica y con un enfoque
cualitativo. Una de las conclusiones indica que se pudo comprobar que el Teorema de Lax-
Milgram tiene aplicacion, pues a pesar de ser un teorema proveniente de la consecuencia del
Analisis funcional, su aplicacion a las ecuaciones diferenciales facilitan hallar una Unica
solucion a estas, sin embargo de igual forma generaliza el Teorema de Representacion de Riesz

a cualquier forma sesquilineal.
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1.3 Objetivos
1.3.1 Objetivo General
= Aplicar la generalizacion del teorema de Lax-Milgram en la solucion de problemas de
condiciones de frontera lineales elipticos
1.3.2 Objetivo Especifico
= Presentar los principales topicos afines de la generelizacion del teorema de Lax-
Milgram en la solucion de problemas de condiciones de frontera lineales elipticos
= Analizar las condiciones que deben de cumplirse en la solucion de problemas de
condiciones de frontera lineales elipticos de la generalizacion del teorema de Lax-
Milgram
= Demostrar la generalizacion del teorema de Lax-Milgram en la solucion de problemas
de condiciones de frontera lineales elipticos
1.4 Justificacion
La importancia de la Generalizacion del teorema de Lax-Milgram radica en que es una
herramienta sencilla y eficaz, utilizado principalmente para asegurar la existencia y unicidad de
soluciones para ecuaciones diferenciales de tipo elipticas, y en menor medida del tipo
parabolico.
1.4.1 Justificacion teorica
Las conclusiones y recomendaciones podran ser utilzados por docentes o alumnos en
investigaciones futuras.
1.4.2 Justificacion Practica
Este trabajo de investigacion podra ser utilizado por docentes y alumnos que deseen ahondar

en temas relacionados con la generalizacion del teorema de Lax-Milgram , para iniciar ya sea
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un tema de investigacion nuevo o para ver ciertos aspectos del analisis funcinal que ayudarian
en su estudio.

1.4.3 Justificacion Metodologica

Al ser un trabajo de investigacion que se enfoca en la adquisicion de informacion mediante
libros, tesis o libros virtuales, las referencias serviran para otros trabajos de investigacion

asociados con el tema.
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I1. Marco Teorico

2.1 Algunos conceptos

2.1.1 Espacios lineales y Aplicaciones en Espacios Vectoriales

Sea E un espacio lineal sobre el campo de los nimeros reales o complejos. Por lo general,
siempre se tratara con espacios lineales reales. El espacio E es de dimension n, si el nimero
maximo de vectores linealmente independientes que existen en €l es n. En cambio, si en E se
puede encontrar cualquier numero finito de elementos linealmente independientes, se dice que

es de dimension infinita.

El espacio C [“”L] es el conjunto de todas las funciones reales continuas definidas en el

intervalo [ 8] se denota por C"a, 0] , al conjunto de todas las funciones reales que poseen

derivadas continuas hasta el orden n en [" 5’].

Definicion 1. Segun Yosida (1980) menciond lo siguiente:

Sea X un espacio vectorial sobre R. El funcional ¥ ° X = [0,00) gefinido

sobre el espacio vectorial X, es Ilamado funcional sublineal o funcional convexo
si cumple:

plar) =ap(r),a € R (homogenea positiva )

plr+y) = plr) + P (inecuacion triangular o subaditiva )

Ademaés si p satisface que: Vo € X, a € R plax) = |a|p(z] , pes

Ilamado semi-norma. (p.22)

Ademas una seminorma es llamada norma si satisface también lo siguiente: Si P') = U

entonces x = 0.

Veamos la deficion que usualmente es utilizada y representada en el estudio del analisis

funcional.
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Definiciéon 2. Segun Clapp (2010) menciono lo siguiente: “Sea X un espacio vectorial. Se llama

norma a una aplicacion ||l : X' — R tal que:
1. Voe X, e #0 setiene 4l = 0y ||| = 0si y solo si x=0
2. el = lalll=]] parac e Ryr e X

3. [z +ull = el + vl paraz. v € X

Al par (X11.11) se le llama espacio vectorial normado (EVN)” (p.11).

Definicion 3. Segun Clapp (2010) menciond lo siguiente: “Dada una sucesion {ra}3l1 de
puntos de X, se dice que es convergente al punto x y se escribe Tn — I, cuando para todo
e = 0 existe V' € N tal que [l=n — =l| < €, si cumple que n = N “(p.41).

Definicién 4. Segin Clapp (2010) menciond lo siguiente: “Sea (X.II.11) un Espacio Vectorial
Normado. Una sucesion 17 }a=1 es de cauchy, cuando para todo € = U existe vV € N tal que
lrn — wmll < € g cumple que . m = N« (p.71).

Definicion 5. Segun Clapp (2010) menciono lo siguiente: “Un Espacio Vectorial Normado X
es completo si toda sucesion de cauchy en X es convergente en X ” (p.74).

Ejemplo 1. ™ y @ son espacios completos.

Definicion 6. Segin Clapp (2010) menciond lo siguiente: “Sea X un Espacio Vectorial

Normado, X es llamado Espacio de Banach (EB) si X es completo” (p.74).

Definicion 7. Segun Yosida (1980) menciono lo siguiente: “Sea X un espacio vectorial. Un
producto interno en X es una aplicacion &/ * ¥ X X = By que:
1. (o) >0 paratodo © € X {7, 4} = Csiysolosix=0

2. J‘-’ + . .:' = J‘-I -:' + '::_15."- Z) , para todo . u. z € X
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3. {n.x'.y} = ".:-: y}, para todo . ¥ eEXN;ach
4. {w.y) = {y, =), paratodo *:¥ € X (p.40).

Al par (X)) se le llama Espacio con Producto Interno (EPI).

- - -7 - = -'II - '1II
Lema 1. Sea E un espacio con producto interno. Entonces la funcion [lell = v/ {2} con

w € £ esunanormaen E.

Definicion 8 (Espacio de Hilbert). Segun Chamorro (2010) menciond lo siguiente: “Sea

(X.{.}) un Espacio con Producto Interno. Si X con la norma Vi) o completo, entonces

(X, {. 1) se llama un espacio de Hilbert (EH)” (p.115).

Lema 2. Sea V un espacio real normado. Si la norma |1l satisface la regla del paralelogramo
e+ ol + llo =l P =2[|«| +2|jg]*, VYo,yeV

entonces ésta induce un producto interno en V. Este producto interno es definido por la relacion

(e = 70l ol + [l = ulP)

Demostracion: Ver la demostracion en Solin [25]

Proposicion 1. Sea un subespacio ¥ C X, donde X es un Espacio de Banach. Entonces Y es

completo sii Y es cerrado en X

Demostracion:

=Jseax € Ventonces 3 {# 1521 C Ytalque Tn — 2. Como 17n}az1 es convergente

entonces es de Cauchy y como Y es completo toda sucesion de cauchy convergeen Y, asi © € ¥’

{ R ., -
| = Sea E2 Sl una sucesion de Cauchy en Y, ahora como X es completo entonces B2 Gl
es convergente en X, es decir, 3 € X tal que “n —* &  entonces + € Y | pero como Y

es cerrado entonces X € Y

. oo .y
Luego {=a}721 es una sucesion que converge en Y, por tanto Y es completo.
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Corolario 1. Sea X un Espacio Vectorial Normado y sea ¥ C -Xun subespacio. Entonces si Y
es cerrado y X es de Banach entonces Y es de Banach.

Demostracion:

Sabemos por la proposicion anterior que si Y es cerrado en X entonces Y es completo y ademas
como Y es subespacio de X hereda la estructura del espacio vectorial de X entonces Y es un

EVN. Por tanto Y es de Banach.

2.1.2 Complementos ortogonales en Espacios de Hilbert
Sea U un espacio vectorial con producto interno y V un subespacio de U; se define el
complemento ortogonal de V como el conjunto.

Vi={ueU{uv) =0 para todo ¢ € V}
esto es, V' consiste de todos los elementos de U que son ortogonales a todo elemento de V. Si
w pertenece a V', se dice que w es ortogonal a V' y se escribe w LV
Observacion 1. Puesto que i¥:v} =0 implica que v = 0, esta claro que el Ginico miembro
tanto de V' y V' es el elemento cero; V' N V4 = {0},
Teorema 1. Sea V un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces cada * < H g
puede escribir Gnicamente en la forma

w=wv—+w velV, wel

estoes, H =V &1+

Demostracion: Ver la demostracion en Yosida [29]

2.1.3 Operadores en espacios lineales normados
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Definicién 9. Sean dos espacios vectoriales y en particular espacios normados X e Y; la
aplicacion 1" : X — Y es llamado “operador”.

Definicion 10 (Operador lineal). Segun Gil (2017, p.9) menciond lo siguiente: “Un operador
lineal es un operador tal que:

1. EI D(T) de T es un espacio vectorial y el rango R(T) esta en el espacio vectorial sobre el
mismo campo.

2. Vo.u € D(T)yescalar o € E;
m o +y =Te+Ty
m ['ar)=alx »

Observacion 2.

Denotaremos Tx en vez de T (x), pues es una notacion estandar usada en el analisis
funcional.

= D(T) denota el dominio de T.

= R(T) ={veY:T(u) =vparaalgin * € XJes llamado el rango o imagen
deT.
« N(T)={u & X :Tu=0} g5 llamado nucleo o kernel de T, ademas N (T) es un

subespacio cerrado de X.
Ejemplo 2.

= Un operador lineal 1": Cla,b] = Cla,b] puede ser definido por

b

Tx(t) = fx-:'[_f;l duit € [a, bl

= El operador identidad Ix : X — X estd definido por {x(x) =+ Vr e X
Teorema 2. Sea T : E'— F un operador. T es inyectivo si y solo si V{1') = {01},
Demostracion:
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Sea = € N(T') entonces se tiene que: £ (x) = T(0) = x=0 por lo tanto N(T) ={0}. Si
tenemos que T (x) = T (y) y como como T en lineal entonces *—¥ € MT) ={0} entonces x=y,
por lo tanto T es inyectivo.
Definicién 11. Segun Brezis (1983, p.26) menciono lo siguiente:
“Un operador 1" : E' — F es acotado, si existe una constante M > 0 tal que para cualquier X €
E se cumple que:
[|Tx]|r = M||e||e

Definicion 12. Segun Yosida (1980, p.110) menciond lo siguiente: “Sean (X.[l.[lx) y
(Y. l-Ilv-), Espacios Vectoriales Normados, se define:

L(X.Y)={T: X = Y/T e lineal y acotado }
Ademas £ (X, Y] es llamado espacio de operadores lineales y acotados”. De igual forma

Yosida (1980, p.43) indico que: “El espacio (XY puede ser dotado de una norma definida

por:

TN = IT]|#xyy = sup |[Tx|ly. con T € £(X.Y)

||| =1

Y se verifica que:

”‘I || = sup ||_||.r ..|:'||1_|- = sup ||_I|_r "':-”r = sup ” L ||1.|
=1 ||| |=1. e ||=)x s,

(1]l

Definicion 13. Segin Miana (2006, p.24) menciono lo siguiente: “Sea X un Espacio Vectorial
Normado sobre K. El espacio dual de X es el espacio de banach £ (:X. K] denotado por X"

. los elementos de X * son llamados funcionales lineales acotados sobre X: asi % * = -2 (X, K]

2

Ejemplo 3. Uno de los ejemplos clasicos es el siguiente:

1 1
¢ a . —4+-=1 _ ~
(F)" =t donde v @ con L <P <00

Donde | < p < o,
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-z -/ p . - N ;-
Observacion 3. La expresion #* es el espacio cerrado de sucesiones R definido de la

siguiente manera:

oo
P ={(an), C R:Z |en|? < oo}
n=1

donde 1 =P =X,

Definicién 14. Segun Yosida (1980, p.196) menciond lo siguiente: “Sean H y G dos espacios

de Hilbert cuyos productos escalares son denotados indistintamente ., ysea I' € Z(H, G|

. Se llama operador adjunto (conjugado) de T al Gnico operador 1* € #(G. H) que verifica:
(Tu.v) = (uw,T"w) . Yu e H Vv e G»

Observacion 4. SiH=Gy I = 1" se dice que T es autoadjunto (simétrico).

Ejemplo 4. Sea el operador A una matriz de orden mxn, 4 =laul,i=12 .m

7=12 .. nygseanr € R" ¢ v € B™ dos vectores. Entonces el producto escalar:

Ll 1L i T
(Ar,y) =D O agaylu = 3 x> aguy) = (o, Ay)
i=1 i=1

i=1 =1

de aqui se deduce que el operador conjugado de la matriz A es la matriz transpuesta A* = (ag,

El operador A que actla en el espacio de Hilbert H se Ilama positivo (A > 0) si (Az.x) =0

para todos los © € H | excepto x = 0. El operador A es no negativo (A=z0) i (Ae,o) 20

para todos los x € H.
2.1.4 Funcionales lineales

Un funcional lineal (o forma lineal) es un caso particular de un operador lineal, es decir, s un

operador lineal que transforma el espacio E en valores de E o C.
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Proposicion 2. Sea X un Espacio Vectorial Normado y f un funcional lineal en X. Entonces f
es continuo si y solo si N(f) es cerrado
Demostracion:

= La prueba de que N(f) es cerrado es directa

=  Supongamos N = N (f) es cerrado. Si N = X entonces f = 0 y es continuo.
I
silV # Xexiste 11 € X tal que J(+1) # 0 gea " fleil, Como flzn) =1y Nes

cerrado N es cerrado entonces 70, V) = d = 0 porque =0 € V.
Por otra parte paratodo © € X & = x — f(w).zq + flx).za, donde x—Ff()xg N,
Esto implica que X = N & {Aro : A € R} gjescribimos entonces *=7+4% conn € N
, A e T resulta:
n T . e
=]l = AL [x0 + T” = [Alwo = T” = |Afinf ||z — T” = [Ald =

f(Azg +n)|d = | f(x)|d

o]
|F()] < ||«

esto implica que y asi f es continuo.

Teorema 3 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea H un espacio de Hilbert y sea F un

funcional lineal continuo de . Entonces existe un tnico elemento « & H tal que:
Fiv)={u,v) YWweH

Ademas |1 E ]| ers = ||“||H_

Demostracion:

-La unicidad:

Supongamos que existe u,w de H tal que £ (v] = {w.#} para todo v de H; luego por la

linealidad del producto interno se tiene:

I
Uy U “}—”paratodovdeH
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Tomando v =u — w se tiene que u = w.
-La existencia:
Si el espacio nulo N (F) = H, entonces F es el funcional lineal cero y se pue de definir u = 0. Si

N(F) # H entonces existe un “o de H tal que £ (v0) # 0,

Ya que N(F) es un espacio cerrado de H, es posible escribir H como la suma directa
H = N(F)+ N(F)*, Asi el elemento ¥ se puede descomponer en la suma de vo = 1+ v
tal que {v1:72) = 0 donde 1 € N(F). 12 € N(F)*,
En particular si F'(v2) # 0 para = = vF(va) — F(v)22 se cumple lo siguiente:
Flz) = Flv)Flvg) — Flv)Flvg) =0 para todo v € H
Asi # € N(F) paratodo v € H. Ahora ya que v2 € N(F ™ se tiene que:

(vo,z) = (vo, vF(wa) — [Flv)ve) = Flug)(ee,v) — Fv)(vg, ) =0

lo que implica que:

_F" e Vo
Fiv) = FIEEII "2 '!,_ll = U_E’Iiz. v)
ool [ 2 para todo v en H

Flog g
Sea’ Il de H se tiene que Filv) = (w.v)
y si v=u se tiene [E )] = 10w gnionces [ (u)] = lull*,
Queda por demostrar que e = ||“||H,de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

F(v) (

[|F|| =h111}| _‘_i’| = sup “__ < sUp ——— el 1 = ||ul|

w0 [loll ez [l T w0 0]l

Ademas

Flv) . Flo)  parav=u

IF @I = (o) = P < IFNll o[ FI] = sup o > o =557
|Fu)]  flu) ]

el Tl — M
pasi |1F] = ]|
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Por lo tanto | Fller = llulla

Definicién 15. Segun Gatica (2012, p.75) menciond lo siguiente: “Sean E y F espacios

normadosysea T’ € Z(E. F). Se define el operador adjunto 1™ € £ (F™, E*) como el tinico

que cumple la siguiente férmula:

Tz, ) ={z,T"p};Vre E,p e F*
una forma mas explicita seria que 1 *(¢) = ¢ o T' € E*, Vo € F*~
Definicion 16 (General de Anulador-Preanulador). Segin Gatica (1983, p.81) menciond lo

siguiente: “Sea E un Espacio Normado. Dados® & £ T < E‘, definamos:
1. El anulador 5° de S como el subespacio de funcionales que anulan a S:

S° ={p € E*/yls =0} = {p € E*/S C Kerp} C E*

2. El preanulador °7 de T como los = € E anulados por las funcionales de 7

T={s€E/plx) =0 €T}= (| Kery CE

weT
Observacion 5.
« SCE significa que S es un subespacio cerrado de E
= cCuando f € E" y © € E ¢ denota generalmente f>} en lugar de f (x), se dice que
(- .}, es el producto escalar en la dualidad E*E
(f,0) " fle)
Definicion 17. Dado cualquier A C E notaremos span{A} al subespacio generado por A:
span{A} 2 (S C E/AcCS.S: subespacio de E )
Definicion 18 (Usual). Segun Gatica (1983, p.81) menciond lo siguiente: “Sea X un Espacio
de Banach. Dados M C X'y N ¢ X*, definamos :
M ={feX*/{fe)=0Yre M} ={f e X*/flx)=0,Yr € M]
N={reX/{gz)=0YgeNt={re X/glxr)=0Yge N}
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Ademas M ¢ y o N son tambien llamados aniquiladores o anuladores”.
Proposicion 3. Sea M CX. X es Espacio de  Banach, con
Mo ={f: X =R/f(x) =0.Ve € M} Entonces M* es cerrado
Demostracion:
sea [ € Me.3{futuewn € M° ta) que fn — f , es decir Ilfa — fIl = 0. Como
foe M falw)=0¥VeeM  agemas |fnle) = el = |(fn = Hle)] <
o = FIll=ll = O (pues 11fa = FIl = 0y, s decir, 1mn—sec | falx) = f(x)] =0
entonces 1MMn—oc falx) = fl)
Luego obtenemos que [ () = 0.%x € M entonces f € M.
Teorema 4 (Hahn-Banach generalizado). Sea X un Espacio Vectorial sobre K (E. 0 C) Y es
un subespacio lineal de X (o subespacio vectorial) y p es una seminorma sobre X. Si f es un
funcional lineal sobre Y tal que :

| (x)| < ple). Ve €Y
Entonces existe un funcional lineal F sobre X tal que :

Fly = (i.e. F es una extension lineal de f)

y |F(x)| < plz), Vo e }f_
Demostracion: Ver la demostracion en Gonzales [16]

Lema 3 (Lema de Mazur). Sea X un Espacio Vectorial Normado, ¥ C X' subespacio

we XVY
Supongamos:
d=dis(w,Y) = jllzl;f [l —yl|lx =0
Entonces existe 7 * ¥ — R funcional lineal acotado talque /(%) = dy f(y) =0 ¥y €Y

Demostracién: Ver la demostracion en Breziz [4]
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Observacion 6. Sean A'y B dos subconjuntos de X, entonces se tiene que

ANB = {x/r € A,z € B} en particular 4° =X \ 4

Corolario 2. Sea X un Espacio Vectorial Normado y x0 = 0 el elemento nulo de X. Entonces
3 fe X talque llfll =1y fleo) =m0

Demostracion:

Usando el Lema de Mazur para ¥ = {0},

Definicién 19. Segtin Treves (1967, p.372) menciono lo siguiente: “Sea X el espacio dual de

S B
X. Se define el bidual de X como -+ * = [A*)™,

Observacion 7. Sea X un Espacio de Banach y F el cuerpo sobre el cual esta definido X, sea

i - - - .
A su dual y sea X ** su bidual con sus respectivas normas definidas por:

[|T']] = hupllﬁ.:{_ [T v ||2]] = hlllylfﬁig_ol lol 1]

Se tiene una inyeccion canonica definida:
J=J0y: X = X*
e Jyle)= J, e X*
Jpo X*—=F
o ) =plx). Ve € E*

-

. - £l T n
Es decir hacemos actuar X en el espacio X* via "ser evaluado en”.

Claramente J es lineal y una isometria , es decir , | el lxcee = [l |, ¥ € A

[ Tx || = e, | L)l = sup |Fla)] = [|«]]

111

Definicion 20. Un espacio normado X es reflexivo cuando la aplicacion J es sobreyectiva. En

este caso X y -{** son isométricos.

Ejemplo 5. Si 1 < p < oc, % es reflexivo. Pues (#*)™ es isomorfo a £7; se verifica que la

P . (0P
£¥)* es un isomorfismo natural de (£¥)* en

composicion del isomorfismo natural de ¥ en (

(£#1* 1o cual da lugar a la imersion de 7 en (7)™
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Proposicion 4. Si X es reflexivo entonces X es de Banach.
Demostracion:
Sabemos que -X** es de Banach y como X es isométrico con X ** entonces X es tambien de
Banach.
Teorema 5 (Teorema de la Aplicacion Abierta). Sea X e Y Espacio de Banach y
I' © X — Y un operador lineal acotado y sobreyectiva. Entonces T es una aplicacion abierta,
es decir, T lleva conjuntos abiertos en conjuntos abiertos.
Demostracion: Ver la demostracion en Miana [21]
2.1.5 Teoria de la medida
Asi como la topologia nos permite hablar de limites y de continuidad utilizando el lenguaje de
la teoria de conjuntos, la teoria de la medida nos permitira definir los conjuntos medibles y las
funciones medibles utilizando este mismo lenguaje. Mas precisamente, el objetivo que nos
proponemos aqui es el de construir, gracias a este formalismo, un criterio que determine qué
conjuntos o qué funciones son medibles y qué valor numérico asignar a estas medidas.
Definicién 21 (Funcién aditiva de conjuntos). Sean X un conjunto y .4 un algebra sobre X.
Una funcidn positiva aditiva de conjuntos sobre (X A) es una aplicacion
m A — Ry

en el cual se cumple las siguientes propiedades
1. mig) =10
2. paratodo Ay Ben .A se tiene si:

AnB=d=m(AUEB)=m(A)+m(B)
Se dira ademas que m es finita si, (X ] < +00,

Generalizaremos la nocion de algebra con la definicion siguiente.
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Definiciéon 22 (¢_algebra). Segun Chamorro (2010, p.58) menciond lo siguiente:

Unac_algebra .4 sobre un conjunto X es un algebra definida sobre X. Entonces
A c P(X) esun ¢ _algebra si se verifica lo siguiente:

1. Si ¢ y X pertenecen a A

2.Si A e A entonces <1° € A

3. Para toda familia numerable (< Jnet de elementos de A se tiene:

—+oc 4o
Uded Na.ed
n=(

Yy w=0

Un conjunto X dotado de una ¢_algebra .A sera llamado espacio medible y sera
denotado por “¥+A) Los clementos de la o algebra A seran denominados
conjuntos .4 - medibles.
Observacion 8. La reuniéon de una familia de o_algebras no es en general una c_algebra.
Consideremos X un conjunto con 4. 8 € X subconjuntos, y se definen las dos ¢_algebras
Ay = {6, A, A4 X}y Ay = {0, B. B X} g5 gserva claramente que 41 U As no es un
c_algebra.
2.1.5.1. Medida sobre ¢_algebra
Definicion 23 (Medida). Segun Chamorro (2010, p.66) menciond lo siguiente
sea (X+“4) un espacio medible. Una medida sobre +4) es una funcion
poA—Ry que cumple:

1 pldi) =0

2. Para toda sucesion de elementos disjuntos (An)neti de A:

p (U -in) = p(An)

nel nel

Esta propiedad se llama ¢ — aditividad de *.
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La tripleta (-X..A. 1) se denomina espacio medido; sea un elemento -1 € A
entonces /(1) sera llamado la p — medida de .A.
Ejemplo 6 (Medida de conteo). Es la medida determinada por:
p: PX) — Ry

Clard(A) @ si Clard(A) < +o0

A — (A=
+o0 D osino

Esta medida es la medida natural sobre los conjuntos Z y I¥.
Ejemplo 7 (Medida gruesa). Segin Chamorro (2010) menciond lo siguiente: “Sea (X A) un
espacio medible, la medida gruesa es la asigna a cada conjunto no vacio de .4 el valor de T2
. Esta medida no tiene otra ventaja que la de servir para la construccién eventual de contra
ejemplos simples” (p.67).
2.1.6 Diferencias Finitas
Sea una funcién f = f (x), definimos el operador:

Aflr)= fle+h) — flx)
que se denomina el operador hacia adelante de primer orden, y definimos de forma analoga el
operador hacia atras de primer orden como:

Aflr)= fle) — fle —h)
Ejemplo 8. Veamos los siguientes ejemplos:

= Sif(x)=x entonces D) = 1F

. iz N
, Aflx) =2cosix + < ).sen( <)
= Si f(x)= sen(x) entonces f) cosiET g sy
I

. fa )
i Afla) = —2s8en(x + = ).senl—=)
+ i f(x)= cos(x) entonces /! &+ 5 )senl3,
Veamos ahora la aproximacion de la ’primera derivada” definida por diferencias

finitas; tres son las definiciones los cuales se enumeran a continuacion.

2.1.6.1 Diferencias Finitas a izquierda
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Definimos la diferencia finita por la izquierda como:

- fi = fich
o FAN

2.1.6.2 Diferencias Finitas a derecha

Definimos la diferencia finita por la derecha como:

fﬁ! - fivn — fi
o AN

2.1.6.3 Diferencias Finitas centradas

Definimos la diferencia finita centrada como:

¢ fivh — fi—h
200

Donde denotaremos que i~ = f = bl fi = F(w). fupn = flo +h)

2.1.6.4. Diferencias Finitas para la derivada parcial
Ya se vio la derivada por diferencias de una funcion real de una variable, ahora veremos como

se define la derivada parcial de una funcién de dos variables por diferencias finitas a izquierda.

Definicion 24. Sea una funcion ¥ = “\: ¥} |a aproximacion de la deriva parcial mediante

diferencias finitas a izquierda se define como:

"::}l!-! “f-_ii — .“:'—h.j
dr J . . h

-'C}u) Ui Uph
T N I

2.2 Espacios Lp(Q)
En este apartado se presenta y analiza los espacios Lr y L el cual definiremos en base al

funcional ”'”L-“, la definicion de esta funcional esta dada de la siguiente forma (X, A, W) un

espacio de medida y para f X — K una funcion medible escribimos
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1£llze = (fie [F @) du())? con 1 < p < 00; ademas de las desigualdades de Holder y

Minkowski el cual serd utilizado en los siguientes capitulos, antes de ello presentamos algunas

deficiones y "herramientas”que necesitaremos para entender estos espacios, acontinuacion

veamos la siguiente definicion.

Definicion 25. Segun Chamorro (2010, p.136) menciond lo siguiente:
Sea (XA, 1) un espacio medido. Decimos que una propiedad P(x) que depende
de un punto x € X es valida p-casi en todas partes ( abreviamos U- c.t.p. o
simplemente c.t.p. ) 0 como en otros textos, P (x) satisface casi dondequiera (
abreviandose c.d. ) si el conjunto de los x € X en donde esta propiedad no esta
verificada es un conjunto de # — medida nula.

Ademas Chamorro (2010) indico que: “Por ejemplo, para una funcion f definida sobre un

espacio medida (XA 1) 3 valores reales, escribimos f (X) = 0 p-c.t.p. si el conjunto

{r € X o f(x) # 0} tiene # — medida nula; es decir si #{r € X flx) # 0} =0

(p.136).

Observacion 9. Cuando la integral de Riemann y de Lebesgue coinciden, para aclarar este

detalle tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6. Sean [a, b] intervalo cerrado de F y f una funcién acotada definida en [a, b] que

toma valores reales. Entonces:

1. La funcion f es Riemann-integrable si y solo si es continua en casi todo punto

de [a,b].

2. Si la funcidn f es Riemann-integrable entonces es Lebesgue-integrable y sus

dos integrales coinciden.

Demostracién: Ver la demostracion en Chamorro [6]
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Definicién 26. Segtin Chamorro (2010) menciono lo siguiente: “Sea (-X.-4. 1) un espacio
medido y feFIX K |4 clase de equivalencia de f con respecto a Ry es el conjunto
determinado por:
{¢e FIXK): fR.q}
Un elemento de esta clase de equivalencia es denotado por [f]”.
Definiciéon 27 (Espacio LF ). Segin Chamorro (2010) menciond lo siguiente:
Sea (X.A. i) un espacio medido y U < P < € un parametro real. El espacio
de Lebesgue LN A 1K) esta definido como el conjunto de funciones
medibles f : X — K cuyo mddulo a la potencia p-ésima es integrable; es
decir:
LOX ALK =1/ X =K ||fllee = +o0)
Donde I fllee = ([ [F()f d#“:*'i'i'-%‘, notaremos  con  espacios
LP(X, 1) 0 LIX)  al conjunto £7(X. A .} cyando no hay confusion
(p.218).
Definicién 28 (Espacios L¥ ). Segin Chamorro (2010, p.224) mencioné lo siguiente: “Sea
0 < p <o un indice real. EI espacio de Lebesgue L {X.A.u.K) denotado por
LF(X.u) o LF(X) o L* sino hay confusion, esta definido como el conjunto de las clases de

funciones [f] cuyo médulo a la potencia p-ésima es integrable, caracterizamos este espacio

como:
LPI:_.Y. A K) = {_fh X =K ||Jr||LP < 400, 1 — t‘.!‘.j)}
Es decir:
Py .
LP(X. A K = £ '--"}? A, p. K)

i)
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Se prueba ademas que es un subespacio vectorial de M (X, A. K} denotaremos ademas
J1FP dp g lugar de T @) dpp) y 11 £1lp g lugar de || f]]zs a menos que hay confusion.
Observacion 10. El espacio Lp para 1 = P < 20 ¢on las operaciones definidas se la siguiente

manera:
[f1+ gl = [f + 4] a[f] := [af] con 1], lg] € L* y o € 24
forman un espacio lineal. Ademas se sabe que L¥ es un espacio normado y que con la norma

-l es completo; es decir L* es de Banach. En particular, dado que la norma |I-{]z2 esta

. . !
inducida por el producto escalar *: '£2 donde:
(foghe =f fgdr, Yf, g€ L* Q)
LY

resulta que L*(£2) es un espacio de Hilbert.
2.2.1. Desigualdad de Holder y de MinkowskKi
Para aspectos mas practicos trabajaremos convenientemente con la funcién representante f, en

lugar de [f]; en adelante para referirnos a la clase de equivalencia [f], nos referiremos como el

elemento fde L¥” y denotaremos 1 £1l» en lugar de ”[””P. Ahora se obtendra que la funcién
|I-ll» definida para todo f e L” satisface la desigualdad del triangulo. Para ello se necesita del

siguiente resultado.

Lema 4 (Desigualdad de Young). Sean a, b nimeros reales no negativos,
1 1

oo entonces :

af B
ab < —+ —
P q

Demostracion: Ver la demostracion en Gonzales [16]

Este lema es muy importante para demostrar el siguiente teorema.
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Teorema 7 (Desigualdad de Holder). Sean /-9 * X = K con f € L y g € L donde
1 1

. —+-=1 fae LYv||fallh < 1Flollg
p>1y 5 7= Entonces /9 € L'V Fally < Ifllllalla

Demostracion: Ver la demostracion en Gonzales [16]

La desigualdad anterior pueden escribirse de la forma:

F 1 i 1 1 i 1 F, F 1 T F, Y .l i i 1 1 i A L
/ | flx)gle)| dple) < I__/ | Flax) [P () )e |__[ lg(x )| dpe(c))
JX JX o X

La desigualdad de Holder implica que el producto de una funcién en L¥ y una funcién en L9
1 1

, . L, —t==1
es integrable cuando p > 1 y ”q” satisface la relacion » @ .
Dos nimeros que satisfacen esta relacion se llaman indices conjugados. Cuando p=2 entonces
g=2 asi que la desigualdad de Holder recibe el nombre de desigualdad de ”Cauchy-
Bunyakovskii-Schwarz”.
Proposicion 5 (Desigualdad de Minkowski-1). Si f y g pertenecen a L?, » 2 1, entonces
fraelpyllf+alls < M1l + llolls
Demostracion: Ver la demostracion en Gonzales [16]
Con todo lo anterior L? es un espacio normado bajo la norma 181"

Teorema 8 (Riesz-Fischer). Los espacios L7, 1 =P < 90 son espacios de Banach.

Demostracion: Ver la demostracion en Gonzales [16]

2.3 Distribuciones

En este capitulo estudiaremos las distribuciones o funciones generalizadas de L.Schwartz, la
definicion de una distribucion asi como el conocimiento de las distribuciones tanto regulares
como irregulares, lo que es la Delta de Dirac su formalizacion y la derivada de una distribucion
ademas de algunos ejemplos de la derivada de una distribucion.

2.3.1 Definicion
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En el resto de este capitulo, tomaremos X=(x1, 2, ..., #=) € E" ) denotara un abierto no

vacio de " mientras no se diga lo contrario ( = Lesun entero )

Definicion 29. Segin Chamorro (2010) mencioné lo siguiente: “Sea  : {2 C B* — R yna

funcién; El conjunto

soppu = {x € (1 ulx) # 0}
es el llamado conjunto soporte de u” (p.269).
Observacion 11. De la propia definicion es facil deducir que el conjunto sopp u es un cerrado

contenido en ! Ademas si * £ S9PPY entonces tilx) = 0,

El conjunto sopp ¢ es un cerrado en fl. Necesitamos considerar varios subespacios
=l & y ot Y —p o ¢ \ i \ =l & \ L \ ; \
CU(Q) = C(Q), C*Q), C=(Q), C2(Q), CEQ) y D(Q), Que estan definidos de la siguiente

manera:

O = {0 = R : wson funciones continuas |

C*(Q2) = { € O : ¢ son funciones k veces continuamente diferenciables }
C=(0) =NE, CH(Q)

CRY) = {ip € CV(Q) = s0pp¢ g5 yn compacto de 2} ety
CR(Q) = O N C*()

D€} = C.(8) N C=(€1) = C5°(£1): espaciod e funciones test.

Teorema 9. Para 1 = p < o0, D(f}) es denso en L7(2)

Demostracion: Ver la demostracion en Fernandez [9]

Definicion 30. Segun Ferragut y Asencio (2007, p.7) mencionaron lo siguiente: “Llamaremos

multi-indice a todo elemento « de H", estoes @ = (a1, @2, as,...an) donde a: € M, paratodo

i=1.2,..ngpe* Q) ya el lal=a+ar+as+ .. +ax £k genotaremos por

g gez gom E}"-—'t”m
o= (=) ==5)-( Jo=D7'D?.. Dyt = ————= D%
dryt T dry dron dryt. . drdn
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. . ., (0000 o
A la deriva parcial, y por convencion =9,

Definicién 31 (continuamente compacto). Segun Gatica (2011) mencionoé lo siguiente: “Si

G C K" es no vacio, diremos que G es continuamente compacto en £ siysolosi G C Q2 y G

es un compacto” (p.38).

Definicion 32. Segin Kolmogorov y Fomin (1970) mencionaron lo siguiente: “Sea {! < E"
dominio, una sucesion 195} © C=(2) converge a @ € C**(2) en el sentido del espacio
D(£2) = C5°() (recordemos que “&° (2} es un espacio vectorial) si se cumple:
1. 3 K continuamente compacto en {2/ sopp(@; — &) € K para todo j
2. limy, o D*¢;(x) = D*(x] yniformemente en K paratodo @ multi-indice” (p.208).
Observacion 12. D(Q) es dotado de cierta topologia que proviene de la nocion de convergencia
; El dual topologico de D(Q), es decir el espacio vectorial de las formas lineales y continuas
sobre D(Q) se le denotaréa por £'(£2) y lo denominaremos espacio de distribuciones .
Observacion 13. Este conjunto 2'(£2) tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones
de suma y producto por escalar definidas como se vera a continuacion:
1.SiTyL e D'i(2 entonces T+L € D'(£2), es decir :

(T+ L)(w) =Tlp) + Lip) para todo ¥ € D(£2],
2.5i T'€ D(f) y a e Rentonces @1 € I'(£2) es decir :

(aT) () = aT (] para todo ¥ € D(£2)

Definicion 33. Segin Kolmogorov y Fomin (1970) indicaron lo siguiente: “Una distribucion
sobre Q es cualquier aplicacion T : D{£2} — E lineal y secuencialmente continua, es decir, tal
que {wilizm € DY) y ¥ € D) yerifican ¥» = ¥ en D(Q), entonces Tlgn) = T(¢)en B

” (p.208).
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Definicion 34. Segun Kolmogorov y Fomin (1970, p.208) indicaron lo siguiente: “Una funcion
v definida en casi todas partes (c.t.p.) en Q, es llamado localmente integrable en Q siempre que
L. ()

L= Tl . ly
¥ € L(4) y para todo A continuamente compacto en €, en este caso denotaremos ¥ <

Afirmacion.

Para cada ¥ € Liae(®) El funcional Tv definido por:
Tyld) = Ty, @) = [: Yiz)e(z)de Vo € D((2)
S
Es una distribucion.
Demostracion:
Sead1.¢2y D)y b K-
Tyl +bda) = [ (x)(d + b)) (x)dr
Tyl +boa) = [y ix)on(w)de + b [ (x)de(x)da
Tyl 4 biz) = Tyl )+ BTy ¢z)
Por lo tanto © (¥} es lineal.
Luego supongamos que @i —* ®en D(Q) entonces tenemos que existe K continuamente
compacto en (! tal que sorp(@; — @) C K paratodo jy "¢ — D"¢ yniformemente en K

para todo o multi-indice.

Dado K continuamente compacto en ‘! entonces K es un compacto. Si F es la coleccion de

conjuntos abiertos de ! tal que K CUser 4 entonces existen <11+ 42:--An en F de manera
que:

_ n _ n

K c A, KcEKcCl|JA

i=1  ademas i=1  luego para todo j mayor que cero se tiene:

| Tu( ) — Tul@)] = | fyy t(2)y () — fiy () d(a)da]

T (@) — Tul@)] = | fo v(@)(ds(x) — d(x))de]
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|Tu(65) — Tul@)| = | [ 0(@)(¢5(x) — é(x))dz]
Esto es pues porque #i'%) — @(¥) se anula fuera del soporte compacto:
recordemos ademas que:
T E soppld; — &) entonces PilT) — @lx) # 0
= x & sopp(d; — @) entonces Pilx) — @lx) =10
es decir, que @i — @ € D) gjonifica que existe un conjunto K continuamente compacto en
£} donde no se anule. Luego prosiguiendo con la demostracion tenemos:
T () — Tul(@)] < [y [9(2)] [(65(2) — d(x))|de

T (95) — Tul(@)| < [y ()| suprex |(¢5(2) — é(x))|dz

|T(65) — Tyl()] < supaexc |(65(z) — ¢(2))] fic ¥(a)|dz

por otro lado tenemos que:

[ l@)lde < [ | |(e)|de

021

Jic ()| de < x[q, |tr{a)|da + x[qg |wix)|de + ... + f_qn |tz )|dae

Jic ()| de < ; 4, l0(z)|dx

Luego reemplazando esto en lo anterior tenemos:

Ty (65) — To()] < suprer |(5(2) — 6(@)|. 32 [ li(2)|da
i1 (3.1)

Pero para o= (0, 0, ..., 0) se tiene:

Foi(z) | 9"¢lx)
—+ —
ot e

Es equivalente a:
oi(x) — @lx)
Luego:

limy_, o dy(x) = olx)
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Esto es:

limyse |@5(x) — @lx)[ =0

Luego de (3.1) el ultimo termino tiende a cero en ¢l limite cuando j —
limy_ oo | Tylo;) — Ty(@)| =0

Ty(@3) = Tu(9) on B asi T es secuencialmente continua .

Entonces
Por lo tanto Tv € D'(£2),
Ejemplo 9. Sea 2 € B conjunto abierto no vacio; y

L) ={f: 2= R medibles : Jol /I’ dr < oo}

es un espacio de Hilbert cuyo producto escalar esta definido por: {f, 912 = Jo f(z)g(z)dx

=T

; Dy B e
y su norma asociada esta definido por: IIfllez = (Jo f*(=) d2)T para cada f €L*(Q) le

asociamos T7 definida por (17 @) = Jo f(z)d(z)dx para todo ¢ € D(Q), La L*(2) = D'(12)
que asigna a cada funcion f la correspondiente distribucion asociada I+ asi definida es inyectiva
y continua.

2.3.1.1 Distribuciones Regulares

Definicion 35. Segun Kolmogorov y Fomin (1970, p.208) indicaron lo siguiente: “Diremos que

una distribuciéon T es regular si para todo € leoe':'ﬂ-”; T se puede expresar de la siguiente

manera.

2

Ty(9) = f $(2)6(2) d

ﬂ b

Ejemplo 10. Un ejemplo de distribucién regulares seria el siguiente, si ¢ es una constante
entonces © € Linelf2) y genera la distribucion:

Ty(9) = [ ed(x)dr = c [, ¢(x)dx para ¥ =¢

2.3.1.2 Distribuciones Singulares
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Definicion 36. Segun Kolmogorov y Fomin (1970, p.208) indicaron lo siguiente: “Diremos que
una distribucion es singular si es generada por ¥ donde %' es una funcion singular ; A este tipo

de funciones generalizadas no lo podemos representar por:
Told) = / (x)olx)dr
. ﬂ 2

Ejemplo 11. Un ejemplo de distribucion singular seria el siguiente:

Ty(¢) = Jo zwdlz)da para ¥ = =

pues este no cumpliria con las condiciones para ser una distribucion, ademas porque no seria
convergente para todas la funciones de prueba.

¢Existen otros tipos de funciones generalizadas singulares?

La respuesta es si, una de ellas es la bien conocida LA FUNCION DELTA DE

DIRAC.

Acontinuacion veremos una resefia de lo que es LA FUNCION DELTA DE DIRAC.

2.3.2 La funcion Delta de Dirac

La teoria de distribuciones tomo su forma final en la mitad del Siglo XX. A pesar que P. Dirac
y S. Sobolev contribuyeron bastante, la teoria de distribuciones fue desarrolla en definitiva por
L. Schwartz, esta teoria fue utilizada en forma incorrecta por muchos afios y especificamente
por los fisicos e ingenieros, quienes usaban de la funcion delta de Dirac en forma intuitiva. Se
define la funcion delta de Dirac en forma informal u ordinaria,incluso en lo contemporaneo, de

la siguiente manera:

o . 0 S
dlr—a) =
+o0 @ Slx=a

con las siguientes propiedades:
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o
[ dlx—a)dr=1

u —0

oo

[ flz).d(z — a)dz = f(a) _ _
Zoo para toda funcion f continua.
Antes de formalizar veremos algunas propiedades y mas adelante se vera la definicion precisa

de la funcion delta de Dirac.
Observacion 14. En este momento veremos la funcion delta de Dirac como limite, para esto se

dara una idea intuitiva de la funcion delta de Dirac, comenzaremos por definir una sucesion de

funciones:

o n sil<z=<1/n
fulx) =
0 L olro Cdso

Haciendo que ™ = >

4o sz =1

0 szl

i oo folr) =

Hasta esta parte se tiene una idea intuitiva de lo que es la funcién delta de Dirac. Paul M. Dirac

encontré algunas propiedades:

. ff[.tj.ﬂ[.tjcir=f|:[]j

— o

[

2. §(—z) = 8(x)

L (eZ0),z2dz)=10

o Sz
4 dlaxr) = T La =0
a
dH
5 dx)= —
\E dx
Donde:

0 :six=0

1 :sixz>=10
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Observacion 15. Un dato muy importante es que la funcion delta de Dirac es un caso particular
en la teoria de distribuciones.

Nota. De la teoria de integracion tenemos que si:

4o siz=a

Sr—a)=
0 sir#a
- - - +m +N
Esto implicariaque = [ &(x — a)dxr = 0 €n vez de [ iz —a)dz =1
- — 0

En la fisica e ingenieria, la funcion delta de Dirac aparece en expresiones como:

o
[ f(z).6(x —a)dz = f(a) llamandole la propiedad de muestreo integral o de cribado.

Formalizacién de la funcidn delta dirac.- La formalizacién de la funcion delta Dirac se hace

mediante el siguiente teorema.

Teorema.- Sea el punto @ € I (intervalo abierto) sobre E y we ) (espacio de funciones

+oe
; ., ) . {f ra,-}+:vc f falzide =1
continuas sobre 1), la sucesion de funciones positivas 1/*'*/In=1 tal que —= para

+o
_ b e o ) lim, ... [ falz)@iz)dr =y(a)
todo n, converge si para todo ¥ € “{4] se tiene que —oo :

Demostracion: Ver la demostracion en Antunez [2].

Definicion 37 (Definicion de la funcién Delta Dirac). Segun Yosida (1980) mencioné lo

siguiente:

Sea Q un abierto de ™. Entonces:

Ts,(#) = ¥ donde p es un punto fijo de @ € D(€).
Define la funcién generalizada 5, en . 15 es llamado la distribucién Dirac
concentrada en el punto ? € 2 En particular si p = 0, el origen de ", nosotros

escribiremos 15 o & para denotar Léo (p.48).

La funcidn delta de Dirac se dice que es un funcion simbolica ya que puede definirse solamente
por las propiedades de sus integrales.
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Sea ?\) una funcion de prueba, es decir continua e infinitamente derivable y que se anula fuera

de algun intervalo finito por definicion, entonces tenemos la siguiente expresion:
[ d(z)e(x)dz = ¢(D)

Apartir de ahora, si 1 € D)) y @ € D(2), sj queremos podemos usar la notacién siguiente
Lo =T(¢) e E pues es comun representar un distribucion, ya sea regular o singular, por

medio de esta representacion en casi todos los textos de matematica avanzada relacionadas con
este tema .
Teorema 10. La delta funcion de Dirac es una distribucion.

Demostracion:

(Ts.0} = | d(z)olz)dr = Ts(g) = ¢(0)
Representemos por o

Sean “1 Y @2 funciones de prueba, @ € T :

)
+
o
=
L
=
=]

Tsr+agn) = [ oz
+oe

(Ts,dr + aga) = [ d(z)(dn(z) + a.da(x))dx
O

4o +o
Szjgx)de 4+ a. I|r S x)dolx)dr
—

o
Ay
_|_
e
&
2
Il
g

Ts, 01+ aga) = (T, o) + o (T, Dz}
Asi delta es lineal .

(o]

._*.l_?"?r"

Veamos ahora que sea secuencialmente continua, supongamos que en el sentido
D(€2) | entonces por definicién existe K continuamente compacto en ¢! tal que el
sopp(d;—0) C K paratodo 7 € Ny im0 D?05(x) = D*0(x) nitormemente en K
para todo o multi-indice entonces [15(@3) — T5(@)] = [0;(0) = &{0)] = 0 cyando 7 — o¢
porque si @ = (0.0.....0) tenemos que:

e D% x) = D%0(x)
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Y se sabe que:

limj—o0 @ (x) = @(x)

Ademas:
limjmne | (x) — @(x)| =0

Por lo tanto se corrobora lo anterior, asi que 5. 0} es secuencialmente continuo.
Por lo tanto T es una distribucion.
En referencia a la delta de Dirac hay muchas formas de representarla, acontinuacion
mostraremos algunas de las mas utilizadas:
Ts5(ch) = o) = @(0)
A veces se usa la notacién =) para representar:

i six

“He

Mo —a) =
+o0 sir=a

Es decir (%) = (& — a) gt es la representacion de la funcién delta de Dirac concentrada
en el punto a € Q =R, en este caso se usa la siguiente notacion para representar la distribucion
de la delta de Dirac concentrada en el punto a:

Ts () = d,(0)

Asi en algunos textos encontraremos algunas de las siguientes notaciones que mostraremos :

4o +o3

f e —a)dlr)der =dla) = [ dalw)d(x)de = d.(d)
e e

]

+oo +oo

J dlx)d(x)de = $(0) = [ do(x)d(x)dr = do(d) = d(a)
—no —oo

Esta Gltima es la representacion de la delta de Dirac concentrada en el origen (@ = V),
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2.3.3 Derivada de una distribucion

Definicion 38. Segun Yosida (1980, pp. 49-50) menciond lo siguiente: “Sea T e D'(EY) yna
distribucion, + = (@142, .)€ QC Ry conjunto abierto, se define la derivada de T
respecto de ; en el sentido de las distribuciones como:

(DT (o) et (DT, &) = =T Do) e (T, DY) para todo ¢ € D(£2)

De manera general, sea T'e D'(€)) y o € N" yn multi-indice se define:

(DT () def (DT, o) = i_—lj'“l_Ti_ D) def [—l_]l“l (I, D™ o) para todo © € D)
Usando la otra notacién de derivada generalizada tendriamos: (0T, 9) = (D°T’, 9}

Algunas propiedades:

1. Si € CHY) sy derivada clasica coincide con su derivada en el sentido de las

a7y
o - Ter =——.
distribuciones; es decir  #= &
) . e
L =D = DY )
2. La aplicacion ' es continua.

3. la aplicacion D% © D'(€2) — D'(€2) es continua Vo € N™,

4. Una distribucion es infinitamente derivable en el sentido de las distribuciones.

Ejemplo 12. Veamos cual es la representacion de la a — esima derivada de la distribucion de la
delta de Dirac o funcion generalizada de Dirac concentrada en el origen.

Sabemos que se cumple: D*T1(0) = (=1)*L.T(D*¢) para todo T € D'(2) y para todo
¢ e DY)

Sea I'=14

Entonces (@) = (—1)lal.d(D=¢)

Como ¢ € DI(£] entonces D" ¢ € D((2),

Usando la definicién anterior 9(2) = (0]
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. [T I T B 1 1 | L
Entonces tendriamos que: 2*9(?) = (—=1)L.D*6(0)

Ejemplo 13. De manera andloga veamos cual seria la representacion de la primera derivada de

1 /3
la funcién escalonada o funcién de HEAVISIDE, para esto, sea {1 = | yH € Ly, (92).

0 sftx-=10
Hir)=
1 sixzz=0
(e} T
Hacemos notar que como H € Lioe()) entonces se puede usar la expresion Ty,

Para V' = H.

4o
Tyld) = fﬁ ) H(x)de = f pola) H (i )dor
—o
0 + o
Tuld)= [ ole)H{x)de + f oo Hx)dr
—og 0

+m
Ty(o)= [ ole)H(x)ds
0

A la expresion anterior tambien se le suele Ilamar la funcion HEAVISIDE generalizada. Luego

be DR

usando la definicion de la primera derivada distribucional para T'=Ty y sea con

soporte compacto en [—a, a] (esto es por la definicion de funcion test o prueba) y para © = L
(T)' (@) = D'(Tu)(¢) = (=) Ty (") H (=11 Ty (D'(0))

(T ) = =Ty (")
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(T (d) = — fﬁ, Hiz)d' (x) de
+ o

(T)' (@) == [ H{x)d'(x)dx
—o

+a
I‘_.l_r}; ;I"lir_';J'I = — f H[_J'_].r_:;"i_,r_] dx
—a

0 +it
(T )V (0) = —( f Hx)d' (x)de + [ H{x)d' (x)dr)
i

—il
+a

(T )'d) = — f Hix)dx)dr
0

(Tw)'(0) = —o(x) f§ = —(d(a) — 6(0)) (3.2)

Como Sorpi @) C [—ﬂ!.(t] = {z‘ eR/o(t) # l]'}

Entonces como | = @ & s2PP(¢) entonces ¢la) =0

Luego de (3.2) tenemos que:

(Tg)(d) = —(0—&(0)) = a(0) = d(d) € D'R)

Entonces (1#)" es una distribucion y (1)’ (@) = &(0) = d().

2.4 Espacios de Sobolev W*#(2)

En este capitulo se dara a conocer la definicion del espacio de Sobolev asi como los subespacios
H*(() ; algunas reglas algebraicas para la gradiente pues estas nos ayudaran para el desarrollo
de las aplicaciones, ademas veremos la definicion de las formas bilineales H-elipticas asi como
también dos herramientas muy importantes el Teorema de Rango Cerrado y el operador acotado
inferiormente.

Definicion 39. Segun Yosida (1980, p.55) indico lo siguiente: “Sea {! C E™ un conjunto

abierto, & = 1 un entero positivoy » € [1.90]. Se define
WEP(()) = {f e LP(Q) : D" f existe y pertenece a LF((}) para todo || < k}

Paral =P <2 Janorma |l es definida como
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| £ |k ’gll.fﬁllwk-p=i_[ ST ODfPdn)tr = ( Y |[D IRt
0.

0o =i 0 o | = ke ”
Para = 2< se tiene:
1o == 1 e = 10X (Do

. kRO — TR O
En el caso especial p = 2 se abrevia 'V (1) = H"(£1)

. mhemi iy . . . ,
En el espacio W™¥({2} se usa la siguiente seminorma estandar:

[l ™2 | Flivse = ( f S D eyt = (3 1D IR

2 a)=k o] =k
Paral =p <00y

|Flioe = | flyaee = max || D% f||a
|ex|=Fe

Teorema 11. Sea ! € B k > | un entero positivo y p € [1, +oo]. Entonces el espacio de

Sobolev W k,p (€2) es un espacio de Banach.

Demostracion: Ver demostracion en Adams y Fourier [3]

2.4.1 Espacios de Sobolev H*(22)

Sea r £ CR" porsimplicidad, pondremos habitualmente:

v = (w9 .z = Fla). Vf=Df = [_"i. i, (grafiente de f)
iil-:'l Ay,
y
Df — 9 f *f OF . (hessiano de f)
Yy Qe 92y,

Observacion 16 (Reglas algebraicas para la gradiente). Sea :
Of af .

Vi=I - |
: e [ 1
y
g g
Vg = (). —)
dhr 1 ii?.x'n



se establece las siguientes reglas:

1. VIEF) = VT donde k= constante
o Vif+g)=Vf+Vg

3. Vif—gl=Vf-Vg

4, Vifgl=fVa+4Vf

gV f—1IVg
2

Vi 2 ]
5. g q

Ejemplo 14. Para una funcion diferenciable f (x, y, z) y un vector unitario * = \t1: 2, s} en

el espacio B*, se tiene:

af of a
vf_,ilt__j‘ﬁ
- Ao dy o
y
. X 1f af a af i f af
Dof =Vfu= i — —fl Ay, g, s —i—ul +{—e.:2+—-!.!3
‘A Ay’ Oz Ax ey iz

donde Puf es la derivada direccional de f en la direccion de u.

Definicion 40. Segun Ferragut y Asensio (2007, p.29) mencionaron lo siguiente: “En el caso
especial donde p = 2, llamaremos espacio de Sobolev de orden k sobre f! con # = 1, al espacio

HH(Q) = WH(Q) tal que:

H* Q) ={fe*(Q): D*f e I*(Q),|a] <k} C L*(Q)

dotado de la norma :

. def a1
£l = €D 1D f]|72)7

O am

el producto escalar:
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(f, g)me déff Z D fD%g de = Z (D" f, D%g)ra
0

0<|a <k 0<|a|<k ”
Observacion 17. Si k = 0 tenemos:
HY(Q)={feL*(Q): D" fe LX)} = L*(Q)
Observacion 18. El espacio W*¥ dotado de la siguiente norma:

ke
Fllwse = 1Flles + D11 Fllee = D> 1D flles
a=1

0<lal <k

. . Ry . .
es un espacio de Banach, esta norma es equivalente a la de WH(0)) vista anteriormente; Y el

ek

. kO 20 .y .
espacio H* () (€2) dotado de un producto escalar, también se puede escribir de la

siguiente manera:

ke
(f.g)me = (f.gla+ > _(D*f,D%g)ra= > (D"f.D%)ra

a=1 I_'|'_|l.‘|.|'_k
. . g = || f
es un espacio de Hilbert. Por otro lado se puede observar claramente que : [ Fllwee =151 |f—",

esta desigualdad sera bien utilizada en las aplicaciones, para poder determinar la continuidad

de ciertas formas lineales.

Teorema 12. Sea ! CR™ k=1 yn entero positivo. Entonces el espacio de Sobolev

H*(Q) =W*2(Q) dotado del producto interno

(f+9)ez 2 (f, ghwa = f >, DfDgdr= 3 (D*f.D%)raq)

“ozlalzk 0<la| <k
es un espacio de Hilbert.

Demostracion: Ver la demostracion en Treves [26]

Definicion 41. Segun Fernandez (s.f., p.32) indico lo siguiente: “Se define el espacio de sobolev
HY(Q) como el como el conjunto de todas las (clases de) funciones de L>(f2) tales que sus

derivadas primeras en el sentido de £ ({2} pertenecen a L*({2). Es decir:
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HY O ={fe LXQ);a,f e L* (N paral <i < d},,

| lep = 'ﬂ% || D= £ [V

Sip=2yk=1de se obtiene que:
1 £le2 = (D 1D FII3)*
|a| =k
Entonces
A0 o202
1 fll2 = (1D FIE + 1D f1[2)2
luego:

111z = (1A + 11D 1)
entonces cambiando de notacion tendriamos que:
112 = (1F1Z2 + 1D 1202
y asi tenemos:
111y = (11132 + 11D £ 2a)2
donde esta es la norma de H; si no hay confusion se representara [Rgliz envez de |1/ llma)
Observacion 19.Sea { C R (intervalo); ©'. v" son las derivadas de u, ven Erespecticamente.
El espacio W'*(I) esta dotado de la norma:
lullwror = [l e+ {]2| e
Ademas el espacio H '(I) esta dotado del producto escalar:
(v ) = (wov)pe + (w0 ) e
Y la norma asociada:
[eallirs = (NlallZ2 + [l l[72)®

. 127
Es equivalente a la norma W21,

2.4.2 Formas hilineales
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Otro tipo de operador especial muy frecuente en el estudio de problemas de valor de frontera,
es uno que mapea un par de elementos a los numeros reales, y que es lineal en cada uno de

estos.
Definicion 42. Segun Calderon y Gallo (2011, pp. 15-16) mencionaron lo siguiente: “sean X'y

Y espacios lineales normados. Se dice que una forma £ : X x ¥ — R es bilineal si ella es

lineal en cada uno de de sus componentes, es decir:

Biou+ fw,v) =aB(u,v) + 8B{w,v) wweX,vel Va el

Bilu,av+ fw) =aBlu.v) + ABlu.w) weXovwelY Wa deR»

2.4.2.1 Formas bilineales continuas

Definicion 43. Segun Fernandez (s.f., p.27) menciond lo siguiente: “Consideremos una forma

bilineal & : X x ¥ — R, donde X y Y son espacios lineales normados. Se dice que la forma

bilineal es acotada si existe una constante k > 0 tal que:

| B(u,v)| < kf]ul|]|v]| paratodo u € X, v € ¥
Ademas B es llamada una forma bilineal continua (esta definicién debe ser comparada con la

del operador acotado, o funcional lineal acotado).

2.4.2.2 Formas bilineales H-elipticas
Definicion 44. Segun Fernandez (s.f., p.27) indico lo siguiente: “Dada una forma bilineal
B:Hx H—R donde H es un espacio producto interno, se dice que B es H-eliptica (o
fuertemente coerciva), si existe una constante o > 0 tal que

Blo.v) 2 allv]};, VeeH,

Asi una forma H-eliptica es acotada inferiormente.
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Definicion 45. Segun Alvarez (s.f., p.45) indicé lo siguiente: “Sean X e Y espacios normados
sobre By B : X % Y — R una forma bilineal. Se dice que B es débilmente coerciva si existe

una costante positiva & tal que:

sup |Bix.y)| = d||«]] Yre X
yel

llwll=1
ademas paratoday € Y — {0} se tiene que :

sup |Bir,y)| =0

reX

Ademas mas adelante en el capitulo IV se vera que esta definicion de coercividad débil es
equivalente a las condiciones (2) y ( 3 ) en el teorema generalizado de Lax- Milgram; que en
una nota mas adelante se probara la equivalencia.

2.4.3 El Teorema de Rango Cerrado y Operador Acotado Inferiormente

Proposicion 6. Sea un conjunto cualquiera £ < X, X es Espacio Vectorial Normado.
Entonces se cumple £ € (£°)°

Demostracion:

e 4

- . - SIEPAL) — e i
Seaz € Z ytomemos 9 € X* talque (9 %) xe x = Usij ¥ C X" Porlo tanto sabemos

que como =€ ZC X C X*entonces =z € X** . Y ahora como =€ X*tal que
( 0

.
q.

“xox =V cong € Zsiysolosi # € (2°)°

Proposicién 7. Sea £ C X subespacio lineal, X es Espacio Vectorial Normado y ademés es
reflexivo. Entonces Z es cerrado en X si y solo si Z=14°)

Demostracion:

(< Por proposicion anterior 7 es cerrado entonces (£°)° es también cerrado, pero por
hipétesis £ = (£°)° entonces Z es cerrado.

=) Para la ida solo faltaria probar (£°)° C £ pues la otra inclusion ya esta probada; probemos

esto por reduccion al absurdo.
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Supongamos que existe algin « € (Z°)° y que + & £ (= # 0) entonces tenemos que
x € (4°)°\ Z y como Z es cerrado entonces d=dis(x,Z) =0 luego por lema de Mazur

existe f € ((Z°)1")" talque f(r) # Oy f(z) = 0%z € Z por Gltimo se observa que f € Z°

Ademas sabemos que * € (£°)° C X*™ = Xentonces x € X, luego como
r€ (277 Cc Xy f&2Z°C X" entonces f(#) = (f,4) = 0, contradiccion, por tanto se
cumple que (£°)° C Z
Proposicion 8. Sea X e Y Espacio Vectorial Normado, 1" : X — Y un operador lineal
acotado.
Entonces:

N(T*) = R(T)°
Demostracion:
Sea " € N(T™) sjysolosi T*v* = 0sji (& T*0"} =0 wr e Xji (Toy*) =0,
Ve X (ycomo T'r € RIT).Vr e X)siiw* € R(T)",
Proposicion 9. Sea X e Y Espacio Vectorial Normado, 1" : X — ¥ un operador lineal
acotado.
Entonces se cumple:

N(T) = R(T*F
Demostracion:
En forma andloga a una proposicion 8 supongamos + € N(T) C X jj Tw =0 sjj
(Tw,y*)y = 0¥y* € Y™ i (o, T™y*) = 0Vy* € Y™ (Como Ty € R(I™) Wy* € ¥

siysolosi« € H(1*)7
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Teorema 13 (Teorema de Rango Cerrado). Sean X e Y Espacio Vectorial Normado, Y es
reflexivoy 1" : X — ¥ un operador lineal acotado.
Entonces R(T) es cerrado en Y si y solo si £(7) = N(T*)°
Demostracion:
=) Dado que ¥ =Y"" y R(T) CY es cerrado tenemos que se cumple:
R(T) = R(T)™

Y ademas como sabemos que: F(T)° = N(T") entonces B(T) = R(T)™ = N(T*)*
por tanto B(T') = N(T* ),
(= Supongamos se cumple H(T)=N(T")" y R(T)"=N(T*) entonces F(T)=
N(T*)® = R(T)™ uego #(T) = R(I)™ es cerrado pues el anulador de un conjunto, es
cerrado, por proposicion vista anteriormente.
Definicion 46. Sea X e Y Espacio Vectorial Normado y T': X — Y. Diremos que T es un
operador acotado inferiormente si existe algin 7 = U tal que:

I Tz|ly = ~llz]|x, ¥z € X
Teorema 14. Sea X e Y Espacio de Banach, Y es reflexivoy 1" : X — ¥ es un operador lineal
continuo. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
1. T es acotado inferiormente
2. R(T) es cerrado y T es inyectivo
3. R(T) = N(T*)? y T es inyectivo
Demostracion:
Por el teorema de rango cerrado se obtiene (2) <> (3).
Veamos (1) — (2)

Primero veamos que T sea inyectivo, es decir, N (T ) = {0}
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Sea = € N(T) entonces T (x) = 0 entonces ? =1 [I[Tzlly = 7llzllx ¥= € X entonces
|l=llx = 0 entonces x = 0 por tanto N(T') = {01,

Ahora veamos que R(T ) se cerrado, sea 1¥i}iz1 € B(T) ta] que ¥ = ¥ tomemo =: € X

de tal manera que Tz =y (esta eleccion es unica) luego notamos que se cumple:

o — velly = |T(z; — @) ||y = ¥l — ol |x (4.1)

Y como {wiz es una sucesion convergente entonces es de cauchy luego por (4.1) {z:hi% es
de cauchy. Ahora como X es de Banach, entonces {zi}% es convergente, es decir, existe X
€ X tal que ¥ —+ I asi tenemos que :
Tr=T(lim z;) = lim T'z; = lim »; = ¥
i o e i oo

Tz=yec RT)

Entonces por tanto R(T ) es cerrado.

(2) — (1) Como f(T) C Y es cerrado e Y es un EB por un corolario anterior R(T ) es de
Banach. Por lo tanto T+ X = E{T) es invertible, Ademas como T es sobreyectiva y por el

teorema de la aplicacion abierta implica que 7" es continua.

Luego tomamos = £ X' obteniendo que:
||=l| = 1T~ Tz|| < [|T~H|||T=|l

1
T= = - -
Y tomando 17| se observa que T es acotado inferiormente.

Observacion 20. Sea B : X x ¥ — R yna forma bilineal:
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inf sup Blz,y) =~

TE uel
l12]=1 |jy]]=1

=

i | |||| 1=

Trf&u ’ﬂ;

sup B(z, y) = 111f sup Bz, y) =y
ey EE =X ey EE

..’:,&IZI

Blz.y)
sup ———— = v.¥r e X — {0}
e [l lllvll

61



I11. Método

3.1 Tipo de investigacion
El tipo de investigacion usado fue del tipo basica, con lo cual Sanchez y reyes (2015) indico

que es:

Llamada también pura, nos lleva a la busqueda de conocimientos frescos y areas
de investigacion, no tiene objetivos especificos. Su propdsito es recoger
informacidn del entorno para mejorar el conocimiento cientifico, esta dirigido al

descubrimiento de principios y leyes. (p.44).

Enfoque cualitativo

La investigacion posee un enfoque cualitativo que segin Hernandez, Fernadndez y Baptista
(2014) la define como aquella que: “Utiliza la recoleccion y analisis de los datos para afinar
las preguntas de investigacion o mostrar nuevas interrogantes en el proceso de explicacion” (p.

7)

3.2 Ambito temporal y espacial

3.2.1 Ambito temporal

La investigacion fue realizada a principios del afio 2017 y hasta fines del afio 2018, pero la
recopilacion de la informacion fue progresiva.

3.2.2 Ambito espacial
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La investigacion fue realizado mediante recopilacion de informacion mediante libros, revistas
y libros virtuales de universidades nacionales e internacionales, por tanto no hay un ambito

espacial de estudio.

3.3 Variables
Variable: La demostracion matematica
Definicién conceptual
Segun Bourbaki (1970) la describe como teoria que comprende términos y relaciones siguiendo
unas determinadas reglas.
3.4 Poblacién y Muestra
Poblacion
La poblacién que se considero fue compuesta por todos los teoremas del area de matematicas
Muestra
La muestra que se considero fueron los teoremas relacionados con el tema de investigacion, en
el &rea de matematicas.
3.5 Instrumentos
Los instrumentos que se utilizaron fueron la lectura y la comprension de libros y articulos
3.6 Procedimientos
El procedimiento de la investigacion puede ser dividido en las siguientes etapas:
= Adquisicion de la informacion
» Estudio de la informacién

= Obtencion del resultado
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= Discusion de los resultados obtenidos
= Presentacion y publicacion de los resultados obtenidos
3.7 Andlisis de datos
En base a la investigacion realizada, para el anélisis de la informacién seleccionada se hizo uso,
del analisis conceptual.
3.8 Consideraciones éticas
= Tanto las definiciones como algunos teoremas seran citados ademas se tomara en
cuentas las referencias, con ello se respetara el derecho de autor, de acuerdo a las normas
APA.

= Para el desarrollo de la investigacion se contara con la autorizacion de la UNFV.
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V. Resultados

4.1 La Generalizacion del Teorema de Lax-Milgram

Como ya se dijo con anterioridad la Generalizacion del Teorema de Lax-Milgram es una
herramienta indespensable para el estudio del buen comportamiento de las formulaciones
variacionales de problemas de contorno lineales elipticas, por ello se demostrara el teorema de
forma clara y precisa.

Teorema 15 (Generalizacion del Teorema de Lax-Milgram). Sea & y Y espacios de Banach
reales, donde Y es reflexiva. Sea @ * X X ¥ = B yna forma bilineal , X C & un subespacio

cerrado, que cumplen las siguientes condiciones:

1.aes continuaen X X Y. es decir, existe algun M > 0 tal que:

la(z, u)| < M||z||x||z|ly YreX.yel

2. a satisface la condicion de inf-sup sobre ¥ X ¥ es decir, existe algun 7 = ¥ tal que:

inf sup afz,y)=v=10
xeX vl
ll=ll2=1 ||y| =1

3. @ satisface la condicion de no degenerado sobre X, es decir:

supa(r,y) >0 YyeY,y#0

reX
Sizn € X y F € Y™ entonces existe un tnico u € X +xa C & tal que:
alu,v) = Flv), Yve¥t

Ademas:

i
4

T -+ I:

— + 1)||zalx
¥

1
ully = —||F
lulle < |
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Demostracion:
Existencia:
SeamneX y Fel™
Caso I: o =1
Sea x € X (fijo)
Definamos:
A Y =+ R

donde

Alw) et alx,y),Vy €Y
Afirmacién 1: ‘= Es funcional lineal continuo

En efecto:

| A (y)]
||l

| A= (y)] = lalz, y)| < M]|«|[||y]]. Yo € ¥ — = Mllzl|.Vy €Y y#0

|4

ve = M]|z]| entonces Az es continuo
y por la observacion anterior tenemos por lo tanto A= es funcional lineal continuo.
Por otro lado definamos:
A X Y"
donde

Alz) def

A,
Veamos la linealidad
Sea a.b € X entonces (@ +b) = Aats

Observacion: Sea ¥ € ¥:

Aayp(y) = ala+ b, y) = ala,y) +alb,y) = Ady) + Asly), y € ¥

66



— Aoy = A, + 4y
Luego:

Ala+b)=A, =4, + 4 — Ala+b) = Ala) + A(b)

Seace Xy keR
Observacion: Sea ¥ € ¥';
Apaly) = alka,y) = kala,y) = kA, (y), Yy €Y
—+ Ape = kA,
Luego:
A(ka) = Ay, = kA, — A(ka) = kA(a)

Afirmacion 2: A es inyectivo

En efecto:
Ay alz,y)| .
|| Az|ly+ = sup A=) _ sup la(z. y)| = ]|
wev ||yl wev Y]l
w0 yl

entonces A es acotado inferiormente y por el teorema 14 entonces A es inyectivo ademas
R(A) = N(A*)®

Afirmacion 3: V(4" = {0}
En efecto:

supalz.y) = 0,Yy €Y,y #0
Como sabemos z==X

Entonces por el Principio Arquimediano existe 7a € M tal que se cumple:

1
supalr,y) = —
zeX Tt

Asi tambien tenemos que se cumple:

sup a(zr,y) = i,‘?’y eYy#0
ng

reX
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y
Y= 0
Luego tomamos |lull y obtenemos

sup alx, ijl = i
zex  |lWllT T e

1 )
supa(r, ) = —||y||, Yy e ¥
=X Tin

e (5.1)
Luego A X = ¥Y*y A - N(A) C Y™ — X
Sea ¥ € N(A*) siysolosi 4*% =0 sjysolosi {z: A*y}. ¥z € X sjysolosi
(Any) = 0¥z € X
Luego @z, ¥) = Az(y) = (As,y) =0.¥r e X (5.2)

Luego de (5.1) y (5.2):
02—yl —+y=0

Por tanto V(A*) = {0}
Afirmacién 4: F(4) =17
En efecto:
Sabemos filA) = NiA™)®
Luego como N{A*) = {0} enionces N(A*)° = {0 =y =1+
por tanto A(4) =1
Por otro lado como F' € Y™ entonces ¥ € R(A) entonces € X/ Au = F
es decir : Aulv) = Flv),Yv eV
Entonces tenemos que : @(u,v) = F(v),vv €Y
Finalmente como :

[l [y < N[ Aull = ] = %IIFII

Caso 11 : o # 0
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Definamos :

=r+x — @l + x0)

=

Wrtxy
donde :
Otz W) ot a(x + rg,w),Yw €Y
Afirmacion 5: ¢ es inyectivo
En efecto:
Sea 7.7 € X + 7o tal que ¥(T) = #(T)
entonces 'Et":x + Hiy) :' = '11'5":51" + -I'III:| — ':.5'1'+1'|;. = ':.‘f':a'+1'.;.
Sea w e Y :

s

Pataa(W) = Pyyan(w) = a(z + 2o, w) = aly + 7o, w)

— alx, w) + alzg, w) = aly, w) +alxy, w) = alz,w) = aly,w)
=+ Ax(w) = Ay(w) = Ax = Ay = A(z) = A(Y) y como A es inyectivo entonces x=y
Portanto: T =¥

Afirmacion 6: ¥ es sobreyectivo

En efecto:

Como o € X + o entonces ¥(70) € ¥

Sabemos que ¥ € Y* = F — plz,) € ¥

—3r € X tal que A= = F — ¢lz)

Seaw € Y

Ax(w) = (F — p(xo))(w) = F(w) — a(zo, w) — a(z,w) = F(w) — a(zo, w)

—alr + zo,w) = Flw) 3 a(z,w) = Flw) = gz(w) = Flw) = p(z) = F
Por tanto ¥ es sobreyectivo.

Finalmente como:

Ja(u, w)| = | F(a)]
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— Jau = 20, w) + alzo, )| = [F(w)] = Jalu — z0,w)| — alzo, w)| < |F(w)]
—+ la(u— o, w)| < |F(w)|+|alzo,w)] < [|F]lllee]|+ Mlzoll[wl] = el |(1F]]+

M||zol])
la(w — zq, w)

]

< ||F|| + M||zo||, con w — @g € X

|aluw — z0)|

< || F[] 4 Mol
—}"rlli-'«ll—"rlli“ull < [|FN] 4+ Mol = | < [|1E]] 4+ (M + )| |zol|

— | |u — xo|| < sup

M
— [Jul| = —IIFII +(—+ Ulfzll
Unicidad:

Supongamos que existe # y u' que verifican: @lu.v) = Filv) y a(v'.v) = F(v) vy ey

Entonces @(u.z) —a(u',v)=0%e €Y —alu—uv' v)=0Vv ey

= yl|z|]. ¥z e X

Y como sabemos;  ¥#0

Para ¥ 7 0

Entonces:

sUp ——

vey ||y ||

Zyllu—v]|| =2 0=|lu—v|su=1u

4.2 Aplicaciones

Para un mayor entedimiento de las aplicaciones que se desarrollara, se dara a conocer dos
importantes herramientas como son la formulacion de Green Generalizado y la Desigualdad de
Poincaré que son la base para el desarrollo de las aplicaciones del Teorema Generalizado de
Lax-Milgram ademas de una breve resefia de la ecuacion de calor.

4.2.1 Resultados utilizados

Teorema 16 (Férmula de Green generalizada). Sea ! € E un abierto, acotado y suave.
Sean u € C*(1) y v € C'Y(£2) entonces:
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—f(ﬁujard:c=[(?u](?ﬂ) di‘—[%?.' dl’
H HH HH dn
du

Donde @7 es la derivada de u en la direccion del vector unitario normal n.
Demostracion: Ver la demostracion del teorema en Gatica [11]
Teorema 17 (Desigualdad de Poincaré). Sea ¥ € E" un conjunto acotado con frontera
regular. Entonces para toda funcién * € Hy(Q) e verifica la siguiente desigualdad
|lullz2 = Cf[Vul|z2
Donde C es una constante positiva.
Demostracion: Ver la demostracion del teorema en Gomez y Granero [15]

-

Ademas si 9 es la fronterade © y Y0 @ H'(Q) — L*Q) | aplicacién traza entonces
Hi(€2) es el nucleo de 7o , esto es:

Hy()={ec H(Q): v

an =0}

Definicion 47 (Problema Variacional). Sea un espacio de Hilbert H, una forma bilineal B :
B : H x H— R unaforma lineal y continua F : H — R, el problema variacional consiste
en encontrar u € H tal que:

Blu,v)=F(v), Ywe H (VP)

Al elemento © € H se le llama solucion débil de (VP)

4.2.2 Funciones de Green

Resolver un problema con condiciones en la frontera significa determinar una funciéon que
satisfaga una ecuacion diferencial dada y condiciones de frontera especificas. El problema es
independiente del tiempo, los problemas con condiciones en la frontera estan asociados con

ecuaciones diferenciales parciales de tipo elipticas.
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Existen varias formas de resolver problemas con condiciones en la frontera, los problemas

fundamentales son cuatro, los cuales se enumeran continuacion.

1. Primer problema con Valores en la Frontera (Problema de Dirichlet)

Segun Valenzuela (2001) indico lo siguiente: “Consiste en determinar una funcion u, que

ademas de satisfacer la ecuacion diferencial considerada, en una region {2, satisface
u=gq(x), sobre 0

Donde 91(*) es una funcién continua sobre la frontera 9 del dominio £2.” (p.65).

2. Segundo Problema con Valores en la Frontera (Problema de Neumann)

Segun Valenzuela (2001) indico lo siguiente: “Consiste en determinar una funcion u definida

en 12, tal que

Ju , e
— = golx) sobre O} _ flz)dS =10
On con Jen

(o
Donde &n denota la derivada direccional a lo largo de la normal de la frontera €. La

condicion Jon f(z)dS =0

es conocida como condicion de compatibilidad” (p.65)
3. Tercer Problema con Valores en la Frontera (Condiciones Mixtas)
Segun Valenzuela (2001) menciond lo siguiente: “Consiste en determinar una funcion u en {2

que satisface:

du + ol o
= qlll."r.llif' = gll.'r.ll i
n sobre of!

donde g y q son funciones continuas” (p.66).

4. Cuarto Problema con Valores en la Frontera (Problema de Robin)
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Segun Valenzuela (2001, p.66) indico lo siguiente: “Consiste en determinar una funcién u que
satisfaga condiciones en la frontera de diferente tipo sobre diferentes porciones de la frontera
de {2, por ejemplo

u= fi(x) sobre & y u = Ff2lZ) sopre 92
Sobre 9 = 9 U 99 »,
Definicion 48. Segun Valenzuela (2001) menciond lo siguiente: “Una funcion u se dice que
es una funcion arménica en un dominio si satisface la ecuacion de laplace Au =10 con sus dos
primeras derivadas continuas en 2’ (p.66).
Esta es una de las principales ecuaciones en las aplicaciones, junto con la ecuacién no

homogénea relacionada, % = f(). 1lamada ecuacion de Poisson.

Aqui hemos usado la notacion:

n

u
Au=D 5

i=1
se dice que —A es el operador de Laplace y que —2f ' es el Laplaciano de f.
4.2.3 Laecuacion del calor

Consideremos la siguiente EDP lineal de segundo orden y coeficiente constante

ﬁ — kAu = Fiz,t)

ot
La EDP anterior es la ecuacion del calor. Cuando el nimero de variables independientes es n+1,
se suele decir que se trata de la ecuacion n-dimensional (las *1i:--:¥n son las variables
espaciales; t es la variable temporal). Una de las tantas aplicaciones frecuentes es, el
comportamiento de los fenémenos difusivos; ejemplo, supongamos en ! C E*es un abierto

ocupado por un medio conductor del calor y que sobre este medio actda una fuente de calor

F = F(z.t) durante un intervalo temporal (0,T). Entonces, bajo determinadas circunstancias,
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se puede aceptar que la temperatura del medio verifica la EDP anterior para una constante K (la
conductividad del medio).

El hecho de que la EDP anterior permita describir la evolucion de una temperatura es justamente
lo que motiva que llamemos ecuacion del calor.

4.2.3.1 Problemas de valores iniciales, problemas de contorno y problema mixto para la
ecuacion del calor

En lo que sigue notaremos por -tz U etc para asignar las sucesivas derivadas parciales
de u.

Problema 1 :

El problema de valores iniciales ( o problema de cauchy ) para la ecuacion del calor es el

siguiente: Hallar una funcion @ : B™ x [0, +00] = R ta] que:

w, — kAu = Flz,t), (z,¢) € R™ x (0, +o0)

wlxw, 0) = uglx), reR"
Dondek>0y £ :R" x [0,+00) =R yuy : B* — R son funciones dadas.
Problema 2 :
El problema mixto de Cauchy-Dirichlet para la ecuacion del calor: Hallar una funcién
w: x0T = R g que:

w — kAu = Flx.t), (z.t)e=x(0,T)
u =Gz, 1), (z.t) € d0 = (0,T)

u(zx. 0) = up(z), rel
Donde © C E™ es un abierto acotado no vacio de frontera &7 = 0.k >0 y
F:Qx(0,T) =R  G:80x(0.T) =R y %% 2—=E son funciones dadas. Las
condiciones impuestas sobre la frontera lateral 92 (0, ") se llaman condiciones de contorno

(de tipo Dirichlet).
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4.2.4 Corolario de Lax-Milgram
Corolario 3 (Corolario de Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert. Sea @ : H x H —+ R
una forma bilineal, continua en H * H y H-eliptica, es decir, existe @ >0 tal que ,
a(w,v) = of|lv||*,¥v € H. sj F € H* gntonces existe un Gnico o0 € H# tal que:

alug,v) = Fiv),Yo e H
Ademés:

[Jual| < ™|

Demostracion:
Antes de comenzar con la demostracion veamos algunos aspectos, es asi que, dado H un espacio
de Hilbert entonces tenemos que H es reflexivo, ademas tenemos que 4 C H y H es cerrado
en si mismo. La demostracion de este corolario se demostrara en cinco afirmaciones.
Afirmacion 1. F es lineal y continuo.
En efecto:
Es claro, pues por hipotesis £ € H*
Afirmacion 2. @ es bilineal.
En efecto:
Es claro pues por hipétesis a es una forma bilineal.
Afirmacion 3. ¢ es acotado.
En efecto:
Es sencillo porque por dato a es continua en H % H, por tanto existe M > 0 tal que:
la(w, v)| < M||ul|||v]|¥e,ve H

Afirmacién 4. @ satisface la condicion de inf-sup sobre f x H,
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En efecto:

Sabemos que @ es fuertemente coerciva, es decir, existe @ = 0 tal que:
a(v,v) = allv|*, Vv e H (6.1)

Se deduce de (6.1):
afﬁ,t'] > allv||, Yo e H
U

'
U=

Sea |U|| entonces se tiene:

alu,v) = ally||,Ye e H (6.2)

luego:

Luego por el teorema del supremo tenemos:

SUP||y]|=1 alu, v) = o (6.3)
Proseguiendo de (6.3) el ®P|jsil—1 ¢(%: ) esta acotado inferiormente entonces existe el infimo,
es asi que se tiene lo siguiente:

inf sup alu,v) = o
[1ull=1 ||v]|=1

Afirmacion 5. @ satisface la condicion de de no degenerado sobre H.
En efecto:
Sabemos:
a(v,v) = al|v||*. Vv € H
De (6.2) tenemos:
alu,v) = aof|o|]?, Yu,v € H

Ahora sea v=0y como o > 0, entonces tenemos:
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supa(u,v) = alu,v) = al|v|| =0
ucH

an:lE a(u,v) = 0¥w € H,v#0.
Por lo tanto, dado que se cumplen las hipotesis de la Generalizacion del Teorema de Lax-
Milgram garantizamos la existencia y unicidad de la solucién.
Finalmente existe un tnico %o € H + {0} C H tal que:

alup,v) = Flw), Vo € H

Ademas:

1
< —||F
luoll < =117l

4.2.5 Formulacién variacional de problema de contorno en dimension uno

Dado 2 =< 0,1 > y f € L* Q). consideremos el problema de valores contorno.

u'(z) = f(z), el
w(x) =0, € dn

- - - - - ¥ ! i )
Hallando la formulacion variacional, multiplicando por ¥ € H;(£2) en;

—u(z) = f(a)

y luego integramos por partes, obtenemos:

. 1
/ —vu' dx = [ vfdz
Jo 0
1 ol
— (t'if;-"é, — [ u'y dx) = / vfdr
0 Jo
o1 1
/ u'v' dr = f fvdz
Jo 0

1

Luego denotaremos como:

Blu,v) = ‘]'*DI u'v'dzy Flv) = ful fodx (6.4)
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Es claro que F es lineal y ademas acotado ya que, aplicando Cauchy-Schwarz tenemos que se

cumple:

| F(v)

1
= Iff‘vl < 1Fllezllvllez < [ |leal[ol|m, Wo € H
o

Lo cual dice que 1E]l = ”f””.Asu vezE : H x H — R esbilineal y también acotado pues

usando Cauchy-Sshwarz se obtiene:

1
| B(w,v)| = | / w'e'| < ||lw'||z2||e| 2 = ||w]|gm||2]| g1, Yoo v € H

0

Por ultimo, deacuerdo al teorema de Poincaré existe un numero real N>0 tal que:

1

B(v,v) = [ ()2 = |Vl[3 = Nlelln.¥o € H

n

Lo cual demuestra que B es H-eliptica. Asi una aplicacion directa del Teorema de Lax-Milgram

u € Hy

generalizado nos permite decir que (6.4) tiene una unica solucion la cual satisface:

lullgs < N7H|F|

4.2.6 Formulacion variacional de problema de contorno en dimension dos

4.2.6.1 Problema eliptico de segundo orden

. . 1
Sea {2 un abierto acotado de F con frontera {2, Sea V un subespacio cerrado de H(Q) tq)
que:

HY) Q) CV CHY Q)

Ecuacién del calor:
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w—alu=Ff (zt)elr=x(0,T)
wz,0)=u, zxTell

u(x,t) =g, (z,8) €Tp x (0,T)
dulz,t)
\odn

I:.I‘,i:l = I'."." * (D'-T:I

Siendo 92 =Tp ULy y a € R,

Hallando la forma variacional.

Sea U € H' yna funcion suficientemente regular, luego en:
Uy — v = f

multiplicamos por ¥ € " ¢ integramos, obteniendo lo siguiente:

/ (u; — alduvdr = / i flvds
LY

J11

/ u;v dr — / af Aujvdr = / fuvdzx
+ 12 LY J11

Jo fvde = [ wvde — al[(Au).v dx]

(6.5)
Aplicando Teorema de Green para la siguiente expresion:
[(.-‘lu:l.t' dx
it
tenemos que:
JolAu)vdr = f,, Y dl' — [, VuVv dx 656)

Luego de (6.5) y (6.6) se tiene:

. . - d .
/ fodr = / wpv dr — CH:/ M ar - / VuVuvdzr)
Ji Ji Jan an J0
i du
frdr = / e dr — o —uvdl — —t dl’ + o Tu‘?a dr
i J11 IS dn

Ahora como:
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dul(x, t)

=0,%z,t)e Iy % (0,T)
dan

tenemos que:

F 4
/ Ul =0
Jry dn

Asi se obtiene:

/ft't‘ii‘= / u:trdx—cr[ —adl_'—l-f:rf"?uf'adx
J0 Jn rp dn

Sitomamos ¥ €V ={ve H' s v(x,t) =0, paraz € 'p}

Entonces
/ fodz = / utl-‘dl'-l-f_'k[?il?l-‘{f.r
LY LY 0

Tomemos una particion uniforme en (0, T ):

D=ty =t <t ..ty =T
. )= A —h) T
. : : w(x,t) = wz,t) — ulz, ’I h=—
por diferencias finitas tenemos: h donde N
Para t =11;

wlx, ty) —uwlz, t; —h)  wlz ty) —ulxz,0)

—ulz, ) = =
(2.t . .

Sabemos que: ulf,l::r, D:l = ?_-!,DI:.I':I y denotamos fl':'rj = f':-rm fl:':- 1£1(.I':| = HJ::I!,?";[:I y

(x) = wlx, ty)

Asi tenemos:

i w () — wgl
/ filzlv(x)dr = f %t'ﬂ:x} dx +::rf Vulz)Vu (z)de
J i ‘H v 1

Luego tenemos que:

"

/ (hfi +up)(z)on(z) de = / (uywy + ahVu Vo )(z) dx
S S

Ahorasi ¥1 =i +uo y aluy,vy) = fo(wmv + ahVu Vo) de
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Entonces:
o) = fn Yy dr
Ademas:
a(uy, vy) = ()
Afirmacion: y es lineal y continua.
En efecto:

Si ¥ €17 y usando la desigualdad de Schwartz.

()] = | fo(hfrituo)ude] < [|hfituollze|loa |2 < (Aol za+Hlwol )l e llze <

Cllvn|lpz = Clln g

Entonces [*(v1)] = Cllval |

Afirmacién: “@(%1:1)" es bilineal.

En efecto:

Seg u,uw' EH' () v e H(Q)nmeR
Veamos que se cumpla:

alnu 4+ mu',v) = nalu, v) + ma(u', v)
Sabemos:

a(nu + mu', ) = [{(m.& + mu')e + ahVinu + mu' )V} dr
i

]

a(nu +mu', v) = / {nuv + mu'v + oh[V(nu)Vv + V(mu')Vu|} dz
Ja

"

alnu +mu',v) = / {nuv + mu'v 4+ ahV (nu)Vv + ahV (mu" )V} dz
Jn

"

alnu +mu',v) = / {nuv + ahV (nu)Vv + mu'v + ahV (mu' )V} dz
Ja

"

: 1
tnu+mu,v)=n /

wuv + aehViu Ve dr + mf u'v + ahViu Ve de
J11

H
I 1 ¥
alnu 4+ mu ,v) = nalu, v) + malu’, v)

De forma analoga se cumple que:
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alw,nv +mv') = nalu,v) + malu, '), Vu, v, € H'(Q)inme R
Por lo tanto se concluye que “a" es bilineal, en particular @'#1:%1) es bilineal

Afirmacién; “'%1:V1) es acotado.

En efecto:
|afur, v )| = / luren + ahVu V| de
Jo

la(uy, 1) < [, [ugen] do+ ah [ [V, Vo | da 6.7)

Observacion:

1 1
Jo VeVl dz < ([ [Vw]* dz)® (J [Von]* de)® por desigualdad de Holder
Vi, Vo, € L2

Entonces:

[|?“1T1'1| dr < |uy|yz|ve|rz = |Jua]|ge|vn ]| g
Y

Jo | VurVer| do < ||ua|[ga| v || (6.8)
De forma analoga:
1 . i )
J'}; |ty | dz < U!.‘g luy |* dx) {ff.! lon|* dz)® = [[u||zalloallee = [luallar][en ]|
Joy Ly | dae < [y || g || || (6.9)

Por lo tanto reemplazando (6.8) y (6.9) en la ecuacion (6.7):
|auy, 21)| < [[w|mellorlles + el [ |[oal [ = (1 + b))z ||oaf |
Entonces:

a(uy, vy)| < (1 + ah)| [ || [on]| 20
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ww W
aluy, )

oz . 1
Afirmacién: es coersiva en H.

En efecto:

alwy, vy) = Jrﬁ[arf + ah|Vu |?) de = crhfﬂ Ve |? de = ah|v|3,
Por la desigualdad de Poincaré generalizado: w112 = Clen[amn
= ahC?||oa| |5

entonces @1, 1)
entonces a(., .) es coerciva.
Por lo tanto, dado que se cumplen las hipotesis del Teorema de Lax-Milgram garantizamos la
existencia y unicidad de la solucion t1 .
Parat = t2:
Entonces

ul(xr, ta) —ul(x, tz — h)  ulx, tz) —ulz, 1)

uglx,tz) = =

h h

sabemos que u(z, ty) = uyfx) y denotemos falz) = fla,t), uglz) = ulz,ty) y
vz(z) = w(z, t2)

Asi obtenemos:

"

tzl(x) — uy(x
/ falz)vz(x) d:c=[%t'g(x} d.r+:_‘r[?t¢2[x)?vz[xj dx
J0 r b ¥

Entonces

Jolhfe + ) (z)ve(z) de = [ (uzve + ahVusVug)(z) dx

Sj thy = hfy 4+ up. alug, v) = [ (uave + ahVu,Voy) de y of(vy) = [ o0, do
a( g, va) = 1(2;)

de forma analoga de lo probado anteriormente tenemos las siguientes afirmaciones:

Afirmacién: ' es lineal y continua.

Afirmacién: %%z, v2)" es bilineal.

Afirmacion: @(t2:V2)" es acotado.
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o« L1} v etk - 1
Afirmacion: @(Uz:2)” es coersiva en Hi,
Por lo tanto, dado que se cumplen las hip6tesis del Teorema de Lax-Milgram garantizamos la
existencia y unicidad de la solucion uz.

Por lo tanto podemos encontrar de forma recursiva: 1 tz, .... Uy soluciones aproximadas.

4.2.6.2 Algoritmo de Frefem++

FreeFem ++ es un solucionador de ecuaciones diferenciales parciales. Tiene su propio lenguaje.
Los scripts freefem pueden resolver sistemas multifisicos no lineales en 2D y 3D.

Los problemas que involucran PDE (2d, 3d) de varias ramas de la fisica, como las interacciones
de estructura de fluidos, requieren interpolaciones de datos en varias mallas y su manipulacion
dentro de un programa. FreeFem ++ incluye un rapido algoritmo de interpolacién y un lenguaje
para la manipulacién de datos en multiples mallas.

Ahora se vera el algoritmo de FreFem++ para la ecuacion del calor, que tiene como finalidad

encontrar la solucion de ecuaciones diferenciales con condiciones de frontera lineales elipticos.

(292 4 42 < 1,1002% — 60z + 100y? > 0}

| —
-...:.I.l

= 2.
Ejemplo: = U@v) €R%:

a=001,T=5
flz y.t) = (2 + 5a)sen(z).cos(y).exp(t)
g = sen(x).cos(y).exp(t)

g = sen(x).cos(y)

Programacién usando Frefem++:
Archivo Propa-Calor.edp
real pi=4*atan(1.0);

border a(t=0,2*pi)x=2*cos(t);y=sin(t);label=1,;
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border b(t=0,2*pi)x=.3+.3*cos(t);y=.3*sin(t);label=2;
mesh thwithhole=buildmesh(a(90)+b(-30));
plot(thwithhole,wait=1);
/Iplot(Th,wait=1,value=1);

fespace Vh(thwithhole,P1);

Vh u,v,uu,f,g;

real dt=0.1, alfa=0.01;

problem dcalor(u,v) = int2d(thwithhole)( u*v+dt*alfa*(dx(u)*dx(v) + dy(u)*dy(v)))
+int2d(thwithhole)(- uu*v-dt*f*v) + on(a,b,u=g);
real t=0;

uu=sin(x)*cos(y);

for (int m=0;m<=5/dt;m++)

{

t=t+dt;

f=(2+alfa*5)*sin(x)*cos(y)*exp(t);
g=sin(x)*cos(y)*exp(t);

dcalor;

plot(u,wait=1,value=1);

uu=u;

b

/Iplot(u,dim=3, wait=1,value=1);

plot(u,dim=3,ps="dcalor.eps");

85



moTiE

Figura 2: Solucidn obtenida con Propa-Calor.ed




Figura 3: Variacion de la temperatura en la lamina o superficie.

V. Discusion de resultados

Con respecto al objetivo que nos planteamos en esta investigacion, que es aplicar la
generalizacion del teorema de Lax-Milgram en la solucion de problemas de condiciones de
frontera lineales elipticos, los resultados muestran que el teorema que una herramienta muy util
que permite garantiar las existencia y unicidad de la solucion en la forma variacional estos
resultados coinciden con los resultados obtenidos en otras investigaciones, por ejemplo Gil
(2016), el cual constato que se pudo comprobar que el Teorema de Lax-Milgram tiene
aplicacion, pues a pesar de ser un teorema proveniente de la consecuencia del Analisis
funcional, su aplicacion a las ecuaciones diferenciales facilitan hallar una Unica solucion a estas,
sin embargo de igual forma generaliza el Teorema de Representacion de Riesz a cualquier

forma sesquilineal.
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V1. Conclusiones

. Se verifica que la aplicacion de la Generalizacion del Teorema de Lax-Milgram en la
solucidn de problemas de condiciones de frontera lineales elipticos es una herramienta muy util
que permite garantizar la existencia y unicidad de la solucion como se muestra en la presente

investigacion.

. Se presenta los principales topicos afines en relacion a la Generalizacion del Teorema

de Lax-Milgram en la solucién de problemas de condiciones de frontera lineales elipticos.

. Se analiza las condiciones que deben de cumplirse en la solucién de problemas de

condiciones de frontera lineales elipticos de la Generalizacion del Teorema de Lax-Milgram.

. Se demuestra la Generalizacion del Teorema de Lax-Milgram en la solucion de

problemas de condiciones de frontera lineales elipticos.
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VI1Il. Recomendaciones

Este método es aplicable a problemas de condiciones de frontera lineales elipticos se
recomienda que haya una mejora del mismo, para investigaciones futuras relacionadas con este
tema. Se recomienda aplicar la Generalizacion del Teorema de Lax-Milgram en otro tipo de
problemas y analizar las nuevas restricciones que se necesitaria para su aplicacion y asi extender

el método a nuevos horizontes.
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