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RESUMEN

La presente investigacion tuvo como objetivo general probar la existencia de la extension del
cuerpo L/K talque G esel grupo de Galoisde L/K con ¢ finito.

El estudio fue de tipo Investigacion Basica, pues se recopil6 toda la informacidn necesaria de
los libros y papers, luego se separ6 en 3 capitulos para asi avanzar de forma ordenada hasta
concluirlo, finalmente por medio del programa Word se tiped este trabajo de investigacion.
Los resultados fueron que dado una extension de Galois, se le puede asociar un grupo finito:
grupo de Galois de dicha extension y que el “Teorema Fundamental de las Funciones
Racionales Simétricas”, el “Teorema de Cayley” y el “Teorema Fundamental de Galois" son
importantes para la demostracién del teorema principal. La conclusion a la que se llegé fue
que si es posible probar la existencia de la extension del cuerpo L/ K tal que G es el grupo

de Galoisde L/K con @ finito, por medio de un cuerpo cualquiera F se tomd

L=F(x.x.....x,) el cuerpo de las funciones racionales de x.x%.....x, y K=1L_ el

cuerpo fijode .

Palabras Clave: Polinomio, extension del cuerpo, algebraico, cuerpo de descomposicion,

separable, cuerpo fijo, extensién normal, extension de Galois, grupo de Galois.



ABSTRACT

The present investigation had as general objective to prove the existence of the extension of
the field L/K suchthat G isthe Galois group of L/X with finite .

The study was of the Basic Investigation type, since all the necessary information of the
books and papers was collected, then separated in 3 chapters to advance in an orderly way
until finishing it, finally through the program Word this investigation work was typed. The
results were that given an extension of Galois, you can associate a finite group: Galois group
of said extension and that the “Fundamental Theorem of Symmetric Rational Functions”,
“Cayley's Theorem” and “Fundamental Theorem of Galois™ are important for the proof of the
main theorem. The conclusion reached was that yes it is possible to prove the existence of the
extension of the field L /K suchthat & isthe Galois group of L/ K with finite G, by
means of a field anyone F itwas take L = F(x.x;.....x,) the field of the rational functions

of x.x.....x, and K =L the fixed field of G .

Keywords: Polynomial, field extension, algebraic, decomposition field, separable, fixed

field, normal extension, Galois extension, Galois group.



INTRODUCCION

La teoria de Galois toma su nombre de “Evariste Galois” (1811-1832) quien fue un
matematico francés que se dedico a la resolucion de ecuaciones de polinomios de quinto o
mayor grado en términos de los coeficientes del polinomio, con la utilizacién de operaciones
algebraicas o la extraccion de raices. Debido a que no se pudo encontrar resolucion por medio
de radicales para estos polinomios, Galois introduce el concepto de Grupo, el cual se centra
en el grupo de permutaciones de las raices del polinomio, es asi que, la teoria de Galois es

una coleccion de resultados que conectan la teoria de grupos con la teoria de cuerpos.

Como es usual en la teoria de Galois, a cada extension de Galois, se le puede asociar un
grupo finito: grupo de Galois de dicha extension, esto nos lleva a preguntarnos: ¢Es posible

probar la existencia de la extension del cuerpo L/ K tal que ¢ es el grupo de Galois de

L/ K con G finito? Entonces tendremos como objetivo general: probar la existencia de la
extension del cuerpo L/ K tal que G es el grupo de Galoisde L/ K con G finito, y como
objetivos especificos: desarrollar la teoria de Galois para entender los resultados obtenidos.
Explicar la importancia de los polinomios y sus raices en los grupos de Galois. Explicar la
importancia del grupo S, en la teoria de Galois y probar que dado una extension de Galois,

se le puede asociar un grupo finito: grupo de Galois de dicha extension.

En la presente tesis desarrollaremos nuestros objetivos las cuales seran de la siguiente

manera:

En el primer capitulo veremos el marco tedrico en la cual se va a subdividir en antecedentes y

generalidades siendo las herramientas base para este trabajo de tesis.

En el segundo capitulo veremos los materiales y métodos para este trabajo de tesis.



En el tercer capitulo veremos los resultados, nos dedicaremos en la demostracion del teorema

principal de este trabajo de tesis.

Finalmente, mencionaremos la discusion, las conclusiones, las referencias y los anexos de

este trabajo de tesis.
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CAPITULO 1

MARCO TEORICO

En este capitulo mencionaremos algunos aportes por tesistas que desarrollaron su trabajo
de investigacion en relacion a este trabajo de tesis, ademas mencionaremos algunas
definiciones, ejemplos, teoremas, proposiciones, corolarios y lemas ya estudiadas, las cuales

utilizaremos a lo largo de esta tesis.

1.1. Antecedentes

Hernandez, (2010), en su Tesina para optar el Grado Académico de Licenciado en

Matematica, titulado: “Extensiones de Galois”. Lleg0 a las siguientes conclusiones:

1. Al estudiar un polinomio con coeficientes en un campo K, en donde no todas sus
raices estén dentro del campo K , siempre podemos construir una extension de ese
campo que contenga a la 6 las raices del polinomio y, asi formar un nuevo campo, un
campo de extension de K.

2. Dado un campo K, siempre podemos construir una extension algebraica que contenga
las raices de todo polinomio en K[x].

3. Evariste Galois estudio en particular extensiones L/ K que cumplen ciertas
caracteristicas:

Que son separables, es decir, extensiones en donde cada polinomio irreducible en
K[x] sus raices son simples
Que son Normales, es decir, que contenga a todas las raices de cualquier polinomio en

K[+ .
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Riquelme, (2007), en su Tesis para optar el Grado Académico de Licenciado en Educacion
Matematica, titulado: “Teoria de Galois y ecuaciones algebraicas”. Llego a las siguientes

conclusiones:

Al tratar de conocer la respuesta a la pregunta ¢Existen formulas para resolver ecuaciones de
grado mayor o igual que cinco?, nos encontramos con diferentes maneras de pensar que se
utilizaron para resolver las ecuaciones polinomiales, las cuales tienen un gran valor a la hora
de observar como de acuerdo a lo conocido en su época los matematicos intentaron abordar el
tema, puesto que intentando dar con la solucion del problema se encontraron con obstaculos
impensados que los llevaron a cuestionar la existencia de la solucién del problemay

finalmente probar la imposibilidad de obtener el resultado buscado.

Ademas de aprender acerca de las distintas maneras de pensar nos encontramos con potentes
teorias desarrolladas para resolver el problema, como la de Galois que no solo nos permite
dar con la respuesta a la pregunta planteada, sino que también nos entrega herramientas para
saber como abordar otros problemas importantes como el teorema fundamental del algebra
trasladando problemas acerca de cuerpos y extensiones a otros de grupos finitos, ampliando

la vision y la madurez matematica.

Por ultimo es importante mencionar que aunque algunas de las herramientas aprendidas nos
permiten dar soluciones generales resultando de un gran interés teorico, estas tienen algunos
inconvenientes practicos, por ejemplo calcular el grupo de Galois de una ecuacion particular

para saber si esta es soluble por radicales.
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1.2. Generalidades
1.2.1. Teoria de Grupos
Definicion 1.2.1.1.

Herstein (1970) menciond:

Un conjunto no vacio de elementos G se dice que forma un grupo si en & esta definida

una operacion binaria, llamada producto y denotada por (-) tal que:
1. a.beG implicaque a-be G (cierre).
2. a.b,ceG implicaque a-(b-¢)={a-b)-c (ley asociativa).

3. Existe un elemento e= G tal que a-e=e-a=a paratodo a = G (existencia de un
elemento identidad en G ).

4. Paratodo a € G existe un elemento ' € G talque a-a ' =a -a=e

(existencia de inversosen G ). (p. 39)

Ejemplo 1.2.1.2. Definase la operacion binaria # en {}™ por:

a-b

2

a*b=

Entonces: (J7.*) es un grupo.

Demostracién: Sean a.b.c ()™, entonces:

1 a*p=2Lleq
2
5 (ﬂ*b}xf‘zﬂ-b*f:a-b-r
2 4

13



Por otro lado:

Por lo tanto:

(a*b)*c=a*(b*c)

n
{I-..
3. Sepuede ver: a*2 =

=a

2-a

Ademas: 2*a= -

e

Entonces:

Unicidad:
Supongamos que existe fe™ A fze/ a*f=a=f*a

Por otro lado; a®*e=a=e%a

Luego:
a* f=a%e
a-f a-e
2 2
f=e (=)
a 4
4 T 4
4. Se puede ver: a*i= 4 -_=2
a 2 2

14



8| 4=

o H £
Ademas: isa= =i=2
a 2 2
Entonces:
3 b:ie Q*/ a*izlzi*a
) & s
Unicidad:

Supongamos que existe ¢ 0)" A c=b / a*c=e=c*a

Por otro lado: a*b=e=5b%a

Luego:

c=bh (=)
Finalmente, concluimos que:
(27.*) esun grupo
Definicion 1.2.1.3.
Herstein (1970) mencion6: “Un subconjunto A de un grupo G se dice que es subgrupo de
G Si respecto al producto en &', H mismo forma un grupo” (p. 45).
Lemal.2.1.4.

Herstein (1970) menciond: “Un subconjunto no vacio H del grupo G es un subgrupo de G

si y s6lo si
1) a.beH implicaque abe H,;
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2) acH implicaque a™ € H ” (p. 46).

Demostracién. (Ver demostracién en [9], p. 46) 0
Ejemplo 1.2.1.5. Sea (Z.+)} un grupo. Dado = Z.n = 0 se define el conjunto:
HI = {r?:.-" IE :}
Entonces: (nZ,+) es subgrupo de (Z,+) .
Demostracion. Veamos:
Tenemos: nZ c
Sean a.benZ , entonces:
drel/a=m A3 tel [ b=nt
Luego:
a-b=pr—nt=n(r—renk

Por el lema 1.2.1.4. se obtiene:

(nZ.+) essubgrupo de (Z.+) 0
Definicion 1.2.1.6.

Fraleigh (1987) menciono: “Si G es un grupo finito, entonces el orden |G| de G es el numero
de elementos en G . En general, para cualquier conjunto finito S, |5| es el nimero de

elementosen S (p. 30).
Herstein (1970) menciond:

Otra caracteristica natural de un grupo G es el nimero de elementos de que consta.

Llamamos a este orden de <y lo denotamos por =(G).

16



Este nimero es, desde luego, mas interesante cuando es finito. En tal caso decimos que & es

un grupo finito. (p. 40)

Ejemplo 1.2.1.7. Sea el grupo G ={1.-1.i.—i} con la operacion multiplicacion de los

complejos, se tiene que |G|=4.
Definicion 1.2.1.8.

Fraleigh (1987) mencion6: “Si A es el conjunto finito {1.2.....7}, entonces el grupo de todas

las permutaciones de 4 es el grupo simétrico de # letras y se denota por S, (p. 42).
Notacion:

Para los elementos de S, se usara la notacion usual de aplicaciones, o bien, dado o = S, con

oll=a. o(Q=a,.... c(n)=a,,seescribira:
1 2 S
o= (1.1)
o) o) - om))

Se entendera que ¢ hace corresponder a cada uno de los nimeros que estan en la primera fila el

que esta debajo.
Ejemplo 1.2.1.9. (:S;,=) es un grupo con el operador composicion "=".

Demostracion. Sea el conjunto 4= {L 2. 3} , veamos las permutaciones de .4 denotando con

una letra griega:

1 2 3)
_i | 12
2 1 2 3 (1.2)
1 2 3}
= | 13
.lg; |2 3 1; l: )

17



1 2 3)
s =| ' 14
Ps 31 2) (1.4)
1 2 3)
=| ' 15
Pa 13 2) (1.3)
1 2 3)
s =| ' 16
Ps 3 2 1/ (1.6)
(1 2 3)
5= ' 1.7
Ps 2 1 3) (1.7)

Ahora, veamos quien es: A =2

(o2 2)D=p (o ()= p (D=1

(P X2 =p(p(2)=py(2)=2

(P12 p)3)= p (2 (3= py(3)=3

Por lo tanto:

Pro =P

De esta manera, obtendremos la siguiente tabla:

18



Tabla 1l

Operacion de la composicién

° P 22 Ps Ps Ps Ps
pi pi Py Ps Ps Ps Ps
Pr P Ps P Ps Ps Ps
Ps Ps P pr Ps Ps Ps
Ps Ps Ps Ps P Ps P
Ps Ps Ps Ps P P Ps
Ps Ps Ps Ps Ps P A

En base a esta tabla, se puede ver: la cerradura, la asociatividad, id = g, y ademas:

Para / suinversa Gnicaes /1 / £ ° 0, =id

Para /-

Para &

Para A4

Para s su inversa Unica es #s

su inversa Unica es #-

su inversa Unica es £

Para p, suinversa (nicaes g5

19
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Por lo tanto:
(55.2) esungrupo W
Definicién 1.2.1.10.

Herstein (1970) menciond: “Una aplicacion ¢ de un grupo G enungrupo G se dice que es

un homomorfismo si para a.b € G cualesquiera siempre se tiene @{ab) = @(a)@(b)” (p. 61).
Ejemplo 1.2.1.11. Sean (E.+) y (E.-) grupos.
Sea la funcion exponencial:
FED>E) fE)=¢
Entonces # es un homomorfismo de grupos.
Demostracion. Veamos:
fGa+y=e™ ="' =f(x)-f(): V x.yeR

Por lo tanto:

f es.un homomorfismo de grupos 0
Definicion 1.2.1.12.

Herstein (1970) menciond: “Por automorfismo de un grupo G entenderemos un isomorfismo

de G sobre si mismo” (p. 72).
Lema 1.2.1.13.

Herstein (1970) menciond: “Si G es un grupo, entonces A(G) , el conjunto de los

automorfismos de G, es un grupo” (p. 73).

20



Demostracion. (Ver demostracién en [9], pp. 72-73)
Ejemplo 1.2.1.14. Sea G =(Z.+) el grupo de los enteros, entonces (4u#((),=) s un grupo.

Demostracion. Sea G =(Z.+) el grupo conmutativo de los enteros, los automorfismos son

homomaorfismos biyectivas, definidas asi
S Z=2L fil)=x A filx)=—x
Entonces:
Aut(G)Y={ . £,} es el conjunto de automorfismos de G
Se puede ver que (Aur(G).=) cumple con las 4 condiciones de grupo.
Por lo tanto:
(Aut(G),=} esun grupo
Teorema 1.2.1.15. (Cayley).
Fraleigh (1987) menciond: “Todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones” (p. 72).
Demostracion. Sea G un grupo.
Piénsese G como un conjunto y sea S, el grupo simétrico de G .
Definamos:
G'={p,e5;/acGnra=0},donde: 2, esunapermutacionde G en G
Afirmacion 1. G'= &
Enefecto: Sea ae G ~n a=0.

Definamos:

21



2, G—=G/ p(x)=a-x
Veamos que g, es inyectiva.
Sean x.ye G/ p,(x)= p, (1), entonces:
a-x=a-y (1.8)
1 -1

Como acG n az0 =3l a'eG/aa't=e=a'-a

Entonces en (1.8), se tiene:

Por lo tanto:
£, esinyectiva

Veamos que £, es sobreyectiva.
Sea v e G, entonces:

y=(a-a)-y=a-(@-»=pla’ -y
Luego:

YveG,3 x=a-veG/ y=p,(x)
Por lo tanto:

Pa es sobreyectiva

22



Asi, obtenemos:
P, esbiyectiva = p, esunapermutacionde G en G

Entonces:

Pa€Se
Se concluye:

Gz
Afirmacion 2: G' es subgrupo de 5,
En efecto:
Parte 1: Veamos que &' es cerrado bajo la composicion.
Sean 2,.0,€G = p,.p,€S; /a=0eG A b=0eG
Sea xe (G, entonces:

(La° 2 )X} =P, (0, (N =p,b-x)=a-(b-x)=(a-b) x=pu(x}€C
Ademas, la composicion de biyecciones es una biyeccion, entonces:
Loy =pPs ESe CON abeG A ab=0)
Luego:
Pac Py €CG

Por lo tanto:

" es cerrado bajo la composicion

23



Parte 2: Veamos que ' es asociativa.

Sean p..p,.p0.€G A xe @G, entonces:

[(paep5)° ) =[p, 2 3 ). CN =, 2 3 Jex) = p, (o (c.X))

[(La°ps)e P JX) = py(b-(c-x))=a-[b-(c-x)] (1.9)

Por otro lado:

[JG.'.".' | (J‘gﬁ & Jﬂ(}](-"} = JG':I([:JG& " JG-:')(-"):} = J":‘:::l(pﬁ (.E((-")}) = pﬂ(ﬁb(r -"}:}

[Pao(py o p)X)=p,(b-(c-x))=a-[5-(c-¥)] (1.10)

Por lo tanto, de (1.9) y (1.10) se concluye:
(Paps)epe=pPa=(Ps°p,)

Es decir:

G' es asociativa
Parte3:Sea p, G PD 3! p.eG/ pep.=p,=p.° P,
Sea p,eG = p,e8; /acG na=l
Como acsG = 3l ecG/a-e=a=e-a
Sea x= G , entonces:

p()=e-x=x
Ademas, 2. esbiyectivo = p, 5, (permutacion identidad de S )
Por lo tanto:

3! peEG Pa®Pe =pPr=0.°F,

24



Parte4:Sea p,€G' PD3l p_ G/ pep_=p,=p_°p,

fr]
Sea p,eG = p,eS8; /acG rna=0
Como acG na=0 =3l aleG/aa'l=e=a'-a

De la afirmacion 2 (Parte 1), se tiene:

P00 =P, TabeG con az=0, b=0

Entonces:
Py P =P, -
Pyt P =P,
Luego:
(P.)" =P,
Ademas:

p. €S, = p, esbiyectivo = p_ esbiyectivo = p_ €S con &' eG
Por lo tanto:

3 p €GP ep =p=P.°P,
Finalmente, de las 4 partes demostradas, se obtiene:
G" essubgrupo de S
Afirmacion 3: G es isomorfo al grupo G'

En efecto: Sea a = &

Definamos:

25



0:G—>G'/ dla)=p,
Veamos que ¢ es un isomorfismo.
Parte 1: ¢ es homomorfismo de grupos.
Sean a,b £ (7, entonces:
¢la-b)=p, =0, p, (Deafirmacion 2 (parte 1))
B(a-b) =@(a) Pp(b)
Por lo tanto:
¢ es homomorfismo de grupos
Parte 2: ¢ es inyectiva.
Sean a.be G/ @lay=¢(d) = p,=p,.
Sea xe G ~ x=0,entonces:
Pal) = ps(x)
a-x=b-x
Sea xG A x20 = 3 ¥ eG /xx =e=x"x
Entonces:
(a-x)-x =00 x" = a(xxD=b-(xx") = a-e=h-e = a=h
Por lo tanto:

¢ esinyectiva

26



Parte 3: ¢ es sobreyectiva.

SeazelG = —=p,eS;/acG na=l

Entonces:
z=@a).acG A azl
Luego:
¥ -eG@ .3 az0eG/ z=da)
Por lo tanto:

@ es sobreyectiva
Asi, de las partes 1, 2 y 3 se obtiene:
@ es isomorfismo
Finalmente:
G esisomorfo al grupo G

Observacion 1.2.1.16. Si el grupo G es finito con «(G)=n , entonces & es isomorfo a un

subgrupo del grupo 5, .

Ejemplo 1.2.1.17. El grupo 4-Klein es isomorfo al subgrupo {id. (12)(34).(13)(24).(14)(23)}
de S, .
Demostracion. Sea (G.-) el grupo 4-Klein definido de esta forma:

G={La.b.ab}.a’=1 A b’ =1 A ab=ba

Denotaremos:

27



1—1
a—2
b—3

ab—4

Usando la permutacién @ inducido por la accion de la multiplicacion a la izquierda se tiene:

11=1 = pM=1 = p1)=1
la=a=2 = pla)=2 = p(2)=2
1.b=b=3 = p(B)=3 = p(3)=3

1-(ab)=ab=4 = p(ab)=4 = p(4$)=4

Obteniendo asi:

34 (1.11)
3 4) '

—
b2 b2

Ahora construyamos el 2, de forma analoga a la anterior:
al=a = pl=a = p(l)=2
a-a=a’=1 = pla)=1 = p,(2)=1
a-b=4 = p. (b)=4 = p,(3)=4

a-(aby=a’b=b = p(ab)=3 = p,(H=3

28



Obteniendo asi:

(123 4
Pe=l2 1 4 3

De forma analoga obtenemos:
12 3 4)
P27 4 1 2
12 3 4
Pe=ly 3 2 1)

De esta forma conseguimos:

G'={p. P,-Ps.Pus} €5 SUbGrupo de (S,.e)

Es decir:

G’ ={id.(12)(34).(13)(24).(14)(23)} essubgrupode (S,.<)

Ahora, definamos:

¢:-G—=>G/ d(z)=p.
Veamos que ¢ es un isomorfismo.
Parte 1: @ es un homomorfismo de grupos.

Sean w.ve G » we G, entonces:

[0 W10 = 0, () = @) w=u-(v-w) = u- £,(0) = £,(0, (%))

[@(ae-v)](w) = Fal(@(VIw)) =[(20) ° p(V)] (W)
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Pae-v) = da) e ¢v)

Por lo tanto:

@ es un homomorfismo de grupos

Parte 2: ¢ es biyectiva.

La prueba es andloga a la prueba de la Afirmacion 3 que se hizo en el Teorema de Cayley.

Por lo tanto:

@ es un isomorfismo

Finalmente:

G esisomorfo a ' o

1.2.2. Teoria de Anillos

Definicion 1.2.2.1.

Herstein (1970) menciono:

Un conjunto no vacio R se dice que es un anillo asociativo si en R estan definidas dos
operaciones, denotadas por "+" y "." respectivamente tales que para cualesquiera a. b, c

de R :

1. a+bestaen R.

2 a+b=b+a,

3. (a+b)+c=a+(b+c).

4. Hay unelementoOen R tal que a+0=a (paratodo aen R).
5. Existe un elemento —a en R tal que a+(—a)=0..

6. a-b estien R.
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7. a-(b-c)=(a-b)-c.
8. a-(b+c)=a-b+a-c v (b+c)-a=b-a+c-a (las dos leyes distributivas). (p. 104)

Ejemplo 1.2.2.2. Sea R =ZxL

Para todo (a,b),(c,d) € R, se definen las operaciones binarias:

(a.b)+{c.d)=(a+ec.b+d)

(a.D)-(c.d)=(a-c.b-d)

Entonces: (R,+.-) esun anillo.

Demostracion. Sean (a. b).(c.d).(e. f)e R =TxT .

1. (a.b)+(c.d)=(a+c.b+d)eR
2. [a.B)+(c.d)]+(e. ) =(a+c.b+d)+(e.f)
[(a.5)+(c.d)]+(e. f) =((a+c)+e.(b+d)+ 1)

Como en Z se cumple la asociatividad, entonces:

[(a.0)+(c.d)]+ (e, fi=(a+(c+e) b+ {d+ f))

[(a.0)+ (c.d)] +(e. f)=l(a.b)+[(c te.d + )]

[(a.B)+(c.d)]+(e. ) =(a.b) +[(c.d) +(e. )]

3. Sea(ab)eR=IxL = acZ A bel
Comoabel = 31 0el /a+0=a=0+a ~ b+0=0=0+b

Luego:

(a.b)=(a+0.b+0) A (a.b)=(0+a.0+b)

(a.b)=(a.b)+(0,0) A (a.B)=(0.0)+(a.5)
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Por lo tanto:

3 (0.0) € R / (a.b)+(0.0) = (a.b) = (0.0) + (a.B)

Unicidad:

Supongamos que existe (0,0)e R=ZxZ ~ (0,0)=(0,0) tal que

(a.b)+(0,0)=(a.b)=(0,0)+(a.b)

Ademés: (a.5)+(0.0) = (a.5) = (0.0) + (a.b)

Luego:

(a,b)+(0,0) = (a,b)+(0,0)

(a+0.b+0)=(a+0.5b+0)

a+0 =a+0 A b+0 =5+0

0=0mn0=0

(0,0)=(0,0) (==

4. Sea (a,b)e R=TIxL = acZ ~ bel
Como a.be = 3! ¢.de T tal que

atc=0=c+a ~ b+d=0=d+5

Luego:

(a.B)+(c.d)=(0.0) A (e.d)+(a.b)=(0.0)

Por lo tanto:

2 (e.d)eR=TxT / (a.b)+(c.d) = (0.0) = (c.d) + (a.B)
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Unicidad:

Supongamos que existe (e, 1 R =TxT ~ (e, f)=(c.d) tal que

(a.b) +(e. f)=(0.0)=(e. /) +(a.b)

Ademas: (a.b) +(c.d) = (0.0) = (c.d) + (a.b)

Luego:

(a.b)+(e. f)=(a.D)+(c.d)

(a+e b+ fi=(a+c.b+d)

ate=a+c »n b+ f=b+d

e=c M f=d

(c.d)=(e.f) (=)

. Aa.B)+(e, d)={a+c,b+d)
Como en I se cumple la conmutatividad, entonces:

(a,b)+(c.d)={(c+a,d+D)

(a.b)+(c.d) =(c.d) +(a.b)

. (a.B)-(c.d)=(a-c.b-d) R

- [(a.b)-(c.d)]-(e. f)=(a-c.b-d)-(e. f)=((a-c)-e.(b-d)- 1)

Como en Z se cumple la asociatividad, entonces:

[(a.8)-(c.d)]-(e.f)=(a-(c-e).b-(d- f)) =(a.b)-[(c-e.d - f)]

[(a.B)-(c.d)]-(e..f) =(a.b)-[(c.d)-(e. f)]

L Kab)+(c.d)-(e. H=(a+c.hb+d)-(e. f)=((a+c)-eb+d)- )
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Como en Z se cumple la distribucién, entonces:

[(la.b)+(c.d)]-(e.=(a-etc-eb-f+d - fi=(a-e b fi+(c-e.d-f)

[(a.B) +(c.d)]-(e. £) =[(a.D)-(e. /)] +[(c.d)-(e. )]

9. (a.b)-[(c.d)+(e,N]=(a.b)-(c+e.d+ f)=(a-(c+e)b-(d+ )
Como en Z se cumple la distribucién, entonces:

(a.B)-[(c.d)+(e. l=(a-c+a-e.b-d+b- fi=(a-c.b-d)+(a-e.b- f)
(a.b)-[(c.d) +(e. N]=[a.b)-(c.d)] +[(a.D)- (e. F)]
Por lo tanto:
(R.+.-) esunanillo
Definicion 1.2.2.3.

Fraleigh (1987) menciond: “Un subanillo de un anillo es un subconjunto del anillo que es

anillo bajo las operaciones inducidas de todo el anillo” (p. 212).
Proposicion 1.2.2.4.

Nachbin (1980) menciond: “Para que un subconjunto B del anillo 4 sea un subanillo es

necesario y suficiente que:

1. B seaun subgrupo aditivo de A,
2. x,ve B impliquen xy e B (p. 96).

Demostracion. (Ver demostracion en [15], pp. 96-97)

Ejemplo 1.2.2.5. Sea (M, (E).+.-) el anillo de las matrices cuadradas de orden 2 con las

operaciones usuales. Se considera el conjunto de las matrices:
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[(x ¥ |
A= eM,(Rx,veR} (1.15)
= =77 J

Entonces: {4.+.-) esun subanillo de (M,(E).+.).
Demostracion. Veamos:

1. Tenemos: A< M,(E).

2. Sean M _N .4 , entonces:

(a b)
M= e M (B)rabeR (1.16)
2 a) °
(¢ d)
N= e M,(B)Ac.deR (1.17)
\—d ¢ -
Luego:
(a—e b-d)\
M-N= eM,(R)ra—c.b—deR (1.18)
\—b+d a-—-c) ’
{ a-c b—d
M-N= eM,(B)rna—c.b—deR (1.19)
\—(b—-d) a-c)
M-Ne4d
3. Tenemos:

{ac—bd ad+bc

M-N=
| —be—ad —bd+ac)

e M, () nac—bd.ad+bce R (120)

{ ac—bd ad +be |
M-N= e M., (E)rnac—bd ad+bceE (121)
\—(ad +bc) ac—bd ) .

M- NeA

Por lo tanto, por la proposicion 1.2.2.4. se obtiene:

{A.+.-) es un subanillo de (M, (E).+.-) L
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Definicion 1.2.2.6.

Herstein (1970) menciond: “Una aplicacion ¢ del anillo & en el anillo R se dice que es un

homomorfismo si

1. ¢la+b)=ag(a)+@b),

2. g(ab)=g(a)d(b) ,

para a_b e R cualesquiera” (p. 113).
Ejemplo 1.2.2.7. En R’ se consideran las operaciones:
(. + L) =(x+xly+")
(1) -(x ) =(x-x"y-»7)
Para a.b numeros reales fijos, se define la aplicacion:
@ F(B,R)—>RY ¢(f)=(f(a). £(b)
Entonces: @ es un homomorfismo de anillos.

Demostracion. Para todo par de funciones f. g = F(E,R), entonces:

1. @e(f+g)=(f+gNa).(f+g)b))=(f(a)+ g(a). F(b)+ g(B))
@(f +g)=(fa). (b)) +(g(a).g(B)) = @ /) + @(g)
e(f+g)=o(N)+e(g)

2. o(f-2)=((S gXa).(f )y =(f(a) g(a). £ (D) g(b))
@(f-g)=(f(a). f(5))-(g(a). g(b)) = @(f)-¥(g)
@(f-g)=e(f)-e(g)

Por lo tanto:
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@ es un homomorfismo de anillos 0
Definicion 1.2.2.8.

Herstein (1970) menciono: “Un subconjunto no vacio L7 de R se dice que es un ideal

(bilateral) de R si:

1) L7 esunsubgrupo de R bajo la adicion.
2) Paratodo usl’ y r e R, tanto wcomo »u estdnen 17 ” (p. 116).

Definicion 1.2.2.9.
Lang (1971) menciono:

Si a,.....a, son elementos de un anillo A , representaremos por (a.....a,) la interseccion
de todos los ideales de .4 que contienen a estos elementos, o la interseccién de todos los
ideales a la izquierda que contienen a estos elementos. (...) . Se ve en seguida que el ideal
a la izquierda engendrado por a,.....a, consta de todos los elementos que se pueden

escribir en la forma
eyt +xa,
con x; e A. (p. 68)
Ejemplo 1.2.2.10. Sea (Z,+,-) un anillo, entonces:
Paratodo a €L, <a>={n-a/ne L} esunideal de (Z.+.).
Demostracion. Demostraremos que < @ = es un ideal de (Z.+.-)

1. Sea we<a> entoncesexiste neZ tal que w=n-acl
Por lo tanto:

< a4
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2. Sean wy,w, €< a> entonces existen .7, €L tal que

W=m-a A Wy, =n,-a

Luego:
w—wy,=m-a—mn-a=(m-—m)ac<ax
Por lo tanto:
wW—w E<az
3. Searei

Sea we<a > entonces existe n £ tal que w=n-a

Entonces:
w-r=(n-a)y-r=n-fa-ri=n-(r-aj=n-ry-ac<a:x
Por lo tanto:
w-re<a>
Ademas:
r-w=r-(n-a)=(-nl-ac<a>
Por lo tanto:

r-we=a>

Finalmente, se concluye que:

YaeT. <a> esunideal de (Z.+.-)

Definicion 1.2.2.11.

Fraleigh (1987) menciono:
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Si NV esun ideal en un anillo R , entonces, el anillo de las clases laterales »+ N bajo las
operaciones inducidas es el anillo cociente, o el anillo factor, o el anillo de las clases
residuales de R modulo V, y se denota por R/ N . Las clases laterales son las clases

residuales modulo &V . (p. 253)
Lema 1.2.2.12.

Herstein (1970) menciond: “Si L7 es un ideal del anillo R, entonces R /L7 es un anillo y es

una imagen homomorfa de R” (p. 117).
Demostracion. (Ver demostracion en [9], pp. 116-117) 0

Ejemplo 1.2.2.13. Considérese el anillo Z , entonces T/ < a = es un anillo, bajo las

operaciones inducidas de suma y multiplicacion.

Demostracion. Del ejemplo 1.2.2.10. tenemos que 7a= Z setiene <a = es un ideal de
(Z.+.7). Porel lema 1.2.2.12. se tiene que Z/ < a = es un anillo, bajo las operaciones

inducidas de suma y multiplicacion.

Definicion 1.2.2.14.

Dummit y Foote (2004) mencionaron:
Let I and J be ideals of R.

1. Definethesumof I and J by I+J={a+b/aclbeJ}.

2. Define the product of I and .J, denoted by IJ, to be the set of all finite sums of
elements of the form ab with a7l and beJ.

3. Forany n =1, define the »™ power of I, denoted by 7%, to be the set consisting of
all finite sums of elements of the form aya, ...a, with a, I forall 7.

Equivalently, I is defined inductively by defining I* =T, and 1" = 1™ for
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n=2.3.... (p. 247)

Definicion 1.2.2.15.

Fraleigh (1987) menciond: “Si a y b son dos elementos distintos de cero de un anillo £ tal
que ab =10, entonces a y b son divisores de 0. En particular, o es un divisor izquierdo de 0

y b es un divisor derecho de 0” (p. 216).

Ejemplo 1.2.2.16. Sea (Z..+.) el anillo cociente conmutativo con identidad, entonces 4 es

un divisor de cero.

Demostracion. Se puede ver:

P87}
|
Il
—_
(=
Il
=l

Por lo tanto:
4 es un divisor de cero U
Definicion 1.2.2.17.

Herstein (1970) menciond: “Sea R un anillo conmutativo con elemento unitario.
Dos elementos a y b de R se dice que son asociados si & =ua para alguna unidad « de R ”

(p. 129).
Ejemplo 1.2.2.18. Sea el anillo (Z.+.) ~¥neZ—{0}, entonces: n y —n son asociados.
Demostracion. Podemos ver:
n=(-n)-(-1) y =1 es invertible
Por lo tanto:

n Yy —n Son asociados L
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Definicion 1.2.2.19.

Fraleigh (1987) menciond: “Un dominio entero D es un anillo conmutativo unitario que no

contiene divisores de 0” (p. 217).
Ejemplo 1.2.2.20. (Z,+.-) es un dominio entero.

Demostracion. Se sabe que Z cumple con las condiciones de anillo conmutativo con

identidad, ademas no tiene divisores de cero, es decir:

Vabel lab=0< a=0vb=10

Por lo tanto:

(Z.+.-) es un dominio entero L

Definicion 1.2.2.21.

Fraleigh (1987) menciond: “Si R es un anillo conmutativo con unitarioy a £ R, el ideal

{ra /r e R} de todos los multiplos de « es el ideal principal generado por a y se denota por

<a=.Unideal N de R esun ideal principal si N =<ga > paraalguna a =R ” (p. 285).

Ejemplo 1.2.2.22. (Z.+.-) esun ideal principal.

Demostracién. Se puede ver que -1y 1 son los generadores de los nimeros enteros.

Definicion 1.2.2.23.

Herstein (1970) menciond: “Un ideal M =R es un anillo R se dice que es un ideal maximo
de R sisiempre que L7 esunideal de R talque M c U R setieneque R=U o M=U"”

(p. 120).
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Observacion 1.2.2.24.

Herstein (1970) menciond: “Un elemento primo es un elemento en R que no puede ser

factorizado en R en forma que no sea trivial” (p. 129).

Ejemplo 1.2.2.25. Sea Z el anillo de los enteros y sea P =< p > con p primo, un ideal

de Z entonces P es un ideal maximal de Z .
Demostracion. Sea L7 unidealde Z /P Uc .
Como L7 es ideal de Z = U =<n, > Z, para algun 1, = Z (fijo).
Como pe PcU = p=mm,Z,paraalgin meZ = n,|p.
Como pesprimo = p, =1 v ny=p
Si: m, =1, entonces:

U=<l> = U=L
Si: n, = p, entonces:

U=<p>=P = U=P (=)
Asi, se obtiene:
U=Z

Por lo tanto:

P es un ideal maximal de Z
Observacion 1.2.2.26.

Fraleigh (1987) menciond:
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Todo anillo R tiene dos ideales, el ideal impropio R vy el ideal trivial {0} . Para estos
ideales, los anillos factores son R /R , que tiene un solo elementoy R/ {0} , el cual es
claramente isomorfo a R . Estos casos no son interesantes. Igual que para un subgrupo de
un grupo, un ideal no trivial propio de un anillo B esunideal N de R talque N =R

y N={0}.(p.254)
Proposicion 1.2.2.27.

Dummit y Foote (2004) mencionaron: “In a ring with identity every proper ideal is contained

in a maximal ideal” (p. 254).

Demostracion. Sea R un anillo con identidad y sea I un ideal propio entonces B no puede

ser el anillo cero.

Sea S el conjunto de todos los ideales propios de R que contienen a I . Entonces, § =&

pues I 5 y es parcialmente ordenado por inclusion.
Si C esunacadenaen § , definamos:

J=| |4

A=l
Afirmacion 1: J = &
En efecto:
Como cada .4 C son ideales propios de R , entonces:
A e C son subgrupos aditivos de R
Dedc | Jd4.i=12. .

A=

Entonces:
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DeJ
Por lo tanto:

J =&
Afirmacion 2: J es un ideal de R.
En efecto:

1. Sea zeJ=|J4d =3 4eC/ze4
A=l
Como 4= C esun ideal propio de R, se obtiene:
JCR (1.22)
2. Sean z.weJ= U A, entonces:

A=

3 AeC/zed ~n 3 BeC/ weB
Por definicion de una cadena, puede ser: A B v BcA.

Si: AcB

z—we B C U;‘I

A=l
z—weJ
Si: Bc A

c—wedcC Uﬂ'[

A=l
z—welJ
Por lo tanto, en cualquier caso, se obtiene:

z—welJ (1.23)
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3. Sea "R A :EJ=UJ{ —= 3 4eC/zeA

A=
Como 4 esun ideal propio de R, entonces:

r-zeAd n z-oreAd

r-zE U;‘I MoZ-PE U;‘I
A= A=
Por lo tanto, se obtiene:

r-zedaz-red

Finalmente, de (1.22), (1.23) y (1.24) se obtiene:
J esunideal de R

Afirmacion 3: J es un ideal propio de R .
En efecto:
Supongamos: J no es un ideal propio de R, entonces:

J=0wv J=R

Si: J =0 entonces:

| J4=0

A=C

Ac0;para alguin A=C

Como A esideal de R = 4 essubgrupo aditivode R = 0e A4
Luego:
ledcl = 0cAc0 = A=0 (=<) (4 espropio)

Si: J =R entonces:
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1eJ

Luego:

1e| 4

A=

1l 4, para algin AeC

Sea reR ~ 1l Ac R, porser 4 unideal propio de R, entonces:
r-le ACR

Como R es un anillo con elemento identidad, entonces:

red
Por lo tanto:

RcA
Ademas: 4 esideal propiode R = 4 R, por lo tanto:

R=4 (=<) (Pues A esideal propiode R )
Finalmente:
J esun ideal propio de R

Esto prueba que cada cadena tiene una cota superior en 5, por el lema de Zorn concluimos

que S tiene un elemento maximal, es decir, un ideal propio maximal que contienea I .
Definicion 1.2.2.28.
Fraleigh (1987) menciono6: “Un dominio entero D es un dominio de ideales principal (DIP),

si todo ideal en D es un ideal principal” (p. 292).
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Ejemplo 1.2.2.29. El dominio entero Z de los nimeros enteros es un DIP.

Demostracion. Tenemos que los ideales del dominio entero Z son de la forma: #nZ =< n >

paratodo »n Z , por lo tanto: Z esun DIP. 0
Definicion 1.2.2.30.
Fraleigh (1987) menciono:

Un dominio entero I es un dominio de factorizacion unica (DFU), si se satisfacen las

siguientes condiciones:

1. Todo elemento de D que no sea ni 0 ni una unidad, se puede factorizar en un nimero

finito de irreducibles.

de D, entonces » =5 y los g; pueden renumerarse de manera que P; y ¢; sean
asociados. (p. 292)

Teorema 1.2.2.31.

Fraleigh (1987) menciond: “Todo DIP es un DFU” (p. 296).
Demostracion. (Ver demostracion en [7], p. 296)

Ejemplo 1.2.2.32. El anillo Z de los enteros es un DFU.

Demostracion. Del ejemplo 1.2.2.29. tenemos que Z es un DIP. Por el Teorema 1.2.2.31. se

concluye que Z es un DFU. 0
Definicion 1.2.2.33.
Fraleigh (1987) mencioné: “Sea D un dominio enteroy a.be D . Si existe ¢ £ D tal que

b=ac , entonces a divide 5 (0 a es un factor de b ), se denota a|b” (p. 291).

47



Ejemplo 1.2.2.34. Sea R un DFU ~ ¥ kR, se puede ver que:
1|k ysi k=0, k|k
Definicién 1.2.2.35.

Fraleigh (1987) menciond: “Sea 2 un DFU. Un elemento & € D es un m&ximo comdn
divisor (mcd) de los elementos @ y b en D si d |a , d|by ademas, ¢|d para todos los ¢

que dividan a y ” (p. 307).
Teorema 1.2.2.36.

Fraleigh (1987) menciond: “Si Desun DIPy a y 5 son elementos distintos de cero de D,
entonces existe alguin mcd de a y b . Mas aln, cada mcd de a y b puede expresarse en la

forma Aa+ ub paraalgunos A, u =D ” (p. 307).
Demostracion. (Ver demostracion en [7], pp. 307-308)
Definicion 1.2.2.37.

Zaldivar (1996) mencion6: “Sea 4 un DIP. Un elemento = .4 no unidad, se llama primo o
irreducible si siempre que a| 7 se tiene que a es una unidad o un asociado de T, es decir,

siempre que T=ab en A4 , entonces a 0 b es unidad.

Dos elementos a.b = A se llaman coprimos o primos relativos si su med(a.b) es una unidad

de 4 ” (p. 25).
Observacion 1.2.2.38.

Zaldivar (1996) mencion6: “Como es obvio que el asociado de cualquier med(a,b) sigue

siendounmcd de a y b, entoncessi @ y b son coprimos, como 1 es asociado a cualquier
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unidad, entonces un mecd(a,b) es 1. Por la proposicion (1.37), existen 5.z .4 tales

que 1=as +br. Cuando @ y & sean coprimos, escribiremos med(a.b)=1" (p. 25).
Proposicion 1.2.2.39.

Zaldivar (1996) mencion6: “Sea 4 un DIPysean a.b.ce A.Sia|bc y med(a.b)=1,

entonces a| ¢ 7 (p. 25).

Demostracion. Como a | be entonces existe ke 4 tal que be =ka.

Como med(a,b)=1, por la observacion 1.2.2.38. se tiene:

dm.ne A/ ma+nb =1

Entonces:

c=c-1=c(ma+nb)=acm+ben

Reemplazando:

¢ = acm+kan = acm+akn = alem + ko)

Por lo tanto:

Corolario 1.2.2.40.

Zaldivar (1996) mencion6: “Sea 4 un DIP, y sea .t 4 un primo. Si |ab,con a,be A,

entonces T|a O T|b ” (p.26).

Demostracion. Si i < b entonces med (b, 1) =1.

Luego, tenemos que | aby med(b, 7)=1 por la proposicion 1.2.2.39. se tiene | a .
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En forma analoga, si 7 < @ entonces med(a, T)=1.
Luego, tenemos que 7 |ab Y med(a. ) =1 por la proposicion 1.2.2.39. se tiene z|b . 0
Definicion 1.2.2.41.

Fraleigh (1987) menciond: “Un ideal N =R en un anillo conmutativo R es un ideal primo

si abe N implicaque ae N o b= N paratodas las a.be R (p. 261).
Ejemplo 1.2.2.42. Si » es un numero primo entonces »Z es un ideal primo de Z.
Demostracion. Sean a.beZ tal que a-benl
Entonces, existe /£ Z tal que a-b=n-1, es decir: n|ab
Como n esprimoy #|ab por el corolario 1.2.2.40. se tiene:
nlav n|b

Luego, existen ¢.d =T talque a=c-n v b=d-n
Entonces:

acenL v benk
Por lo tanto:

nZ esunideal primo de 0
Definicion 1.2.2.43.
Dummit y Foote (2004) mencionaron:

The polynomial ring R[x] in the indeterminate x with coefficients from R is the set of all

formal sums a,x"+a, ;x* +.. +ax+a, with n=0 and each g R.
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If a, =0 then the polynomial is of degree », a,x" is the leading term, and a,, is the
leading coefficient (where the leading coefficient of the zero polynomial is defined to be

0). The polynomial is monic if a,=1. Addition of polynomials is “componentwise”:

2 a, X+ Z EJI_-.T': = Z (a,+ bf}'&'f

(here a, or 5, may be zero in order for addition of polynomials of different degrees to be
defined). Multiplication is performed by first defining (ax")(bx') = abx’™ and then

extending to all polynomials by the distributive laws so that in general

(Z; ﬂ'."nl}(Z; I-FJ.-'.T'::} = Z (Z: ﬂ-"'bi—.-'}-"j :

In this way R[x] is a commutative ring with identity (the identity 1 from R) in which we

identify R with the subring of constant polynomials. (p. 295)

Ejemplo 1.2.2.44. Sea (E.+,-) un anillo conmutativo.

Entonces: (E[x].+.-) es el anillo de polinomios conmutativo.

Definicion 1.2.2.45.

Herstein (1970) menciond:

Si f(x)=a,+ax+...+ax"=0 Yy a,=0,entonces el grado de f(x), escrito: deg f(x),

es m.

Es decir, el grado de (x} es el mayor entero i para el que el i-ésimo coeficiente

de f(x) noes 0. No definimos el grado del polinomio cero.

Decimos que un polinomio es una constante si es de grado 0 o es el polinomio cero. La
funcidn de grado definida sobre los elementos de F[x] distintos del cero nos provee de la

funcidn &(x) necesaria para que F[x] sea un anillo euclideano. (p. 138)
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Ejemplo 1.2.2.46. Sea (E,+.-) un anillo conmutativo.
Entonces: (E[x].+.-) es el anillo de polinomios conmutativo.
Si: p(x)=3x"+5x+8 entonces deg p(x) = 2.

Lema 1.2.2.47.

Herstein (1970) mencion6: “Si f(x). g(x)} son dos elementos distintos del cero de F[x]

entonces deg( f(x)g(x)) =deg f(x)+deg g(x)” (p. 138).

Demostracion. (Ver demostracion en [9], pp. 138-139) 0
Definicion 1.2.2.48.

Herstein (1970) menciond: “Un polinomio p(x) en F[x] se dice que es irreducible sobre F
si siempre que p(x)=a(x)b(x) € F[x], entonces uno de los dos, a(x) 0 b(x), tiene grado

cero (es decir, es una constante)” (p. 140).

Ejemplo 1.2.2.49. Sea (E.+.-) un anillo conmutativo.

Entonces: (E[x].+.-) es el anillo de polinomios conmutativo.

Si: p(x)=x"+1 entonces el polinomio es irreducible en E.

Proposicion 1.2.2.50.

Castellanos (2013) mencioné: “Si D es DFU, entonces, y p € D—{0} (p) < D es ideal primo
<> p es irreducible (o primo)” (p. 76).

Demostracion. (Ver demostracion en [3], p. 77) o
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Proposicion 1.2.2.51.

Castellanos (2013) menciond: “Si I es DIP, entonces
(p)esideal primo & (p) es ideal maximal” (p. 79).
Demostracion. (Ver demostracion en [3], p. 79)

1.2.3. Cuerpos y Subcuerpos

Definicion 1.2.3.1.

Hernandez (2010) menciono: “Si R es un anillo conmutativo con unitario e , que tiene la

propiedad de que Va= R {0} Ja =R tal que a*a =e entonces R es llamado CAMPO”

(p. 8).
Ejemplo 1.2.3.2. Sea ({2.+.-) un cuerpo.
Definamos:
02 = {a+ bf2labe ’1} el espacio generado sobre 'y /2
con sus operaciones binarias "+" y "." de esta forma:

(a+by2) +(c+d2) =(a+ )+ (B +a)N2

(@+b2)-(c+d~2)=(a-c+2-b-d)+(a-d+b-c)/2
Entonces: (C_-{«,E}:t -} €S un cuerpo.
Demostracion. Sean:

:1=a+.5~._E . Zg =c‘+rf\-@ - =e+f«.EEfl=(u'E}

Entonces:
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1. z+2,=(a+by2)+(c+d2) =(a+c) +(b+d)2

5+, 0(W2)
2. (g+2))+25=(@+bf2) +(c+d-f2)) +(e+ F~2)

(5 +2)+25= (@ +e) +(b+dW2) +(e+ £2)

(4 z)+5=(a+c)+e)+{(B+d)+ N2
(54 20+ =(a+(c+e)+(b+(d+ M2

(54 5) 42 =@+ b +({(c+e) +(d + FHND)
(5 +2,)+ 25 = (@+ b2+ (e +d2) +(e+ F2))

(g+z)+z=5+(5+ )
3. Sea :le:}(\ﬁ) = :1=a+E:«ﬁ, para algin a.be

Como a.beQ = 3 0} /a+0=a=0+a ~ b+0=b=0+>

Luego:
S =(a+0)+(b+0)42 A 2, =(0+a)+(0+b)W?2
2, =(@+b2)+(0+02) A 2, =(0+02)+(a+542)
=5+0 A Z,=0+73
Por lo tanto:
3 0eQ(2) / 540=25=0+7
Unicidad:

Supongamos que existe 0 = Q(+/2) A 0 =0 tal que

3+0 =5=0+7
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Ademas: z;+0=z,=0+7
Luego:
31t0 =7+0
(a+b2)+(0 +0'42) = (a+ B2)+ (0+042)
(@+0)+(b+0)2 =(a+0)+(b+0)/2
a+0 =a+0 A b+0 =b+0

0=0n~0=0
(0+042) = (0 +0'2)

0=0c0Q(H2) (==
4. Sea 7, eQ(\2) = z;=a+b+2 | paraalgin a.be

Como abel) = 3 ¢, dell /at+e=0=c+a » b+d=0=4d+b

Luego:
(@+b2)+(c+d2) =(0+042) A (c+d2)+(a+b2) =0 +042)
S+w=0 A w+z,=0
Por lo tanto:
H1ﬁeihﬁj£;+m=ﬂzm+q
Unicidad:
Supongamos que existe ;-IEJ}(JE} ~ 1 =W tal que

L+r=0=n+3
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Ademas: z;+w,=0=w+73
Luego:

T =51TW

(a+b2) +(e+ f2) =(a+b\2) +(c+dy2)
(a+e)+(b+ A2 =(a+e) +(b+d)2

ate=a+c A b+f=b+d

e=c N f=d

(e+d2)=(e+ f2)

W= (=)

L o4 =(a+ BN He+dND) =(a+ ) +(b+dIN2

Como en T se cumple la conmutatividad, entonces:

242y =(c+a)+(d + D2 = (c+d2) +(a+b2)
o+I;=I,+5

55 =(a+542) (e +d2) =(a-c+2b-d)+(a-d +b-O)2
15 E ':(’%"E)

55) =@+ b2 -(c+d2)) - e+ £+2)

(z,-2y) 2= ((a-c+2b-d)+(a-d +b-c2)-(e+ F+2)

(z-7, -:_==((a-r+2b-d}-e+2(a-d+b-c‘}-f}+((c;r-r+2t5-d}-f+(a-d+b-r}-e}«,ﬁ

Por otro lado:
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55y 2) =(@+by2)- (e +d2) - (e + £42)
5(2y 2) =(@+b2) - ((c-e+2d - H+(c- f+d-ef2)

:1-(::-:3}=(a-(r-e+2rf-f}+2é’:-(r-f+(f-e}}+(a-(r-f+nr-e}+b-(r-e+2d-f}}\ﬁ

Arreglando la expresion se tiene:
o-(zy-m)=a-c+2b-d)-e+2a-d +b-c)- fi+({(a-c+ Ib-a’)-f+(a-rf+b-r)-e}ﬁ
Por lo tanto:

(z;-23)-z3=25-(2,-23)

. Sea :le:}(\ﬁ} = :1=cz+f:«ﬁ , paraalgin a.be )
Como a.be) = 3 1e /a-l=a=1l-a » b-1=b=1-b

Ademés: a-0=0=0-a » b-0=0=0-b
Luego:

s=a+by2=(a-1+2-b-0)+(a-0+b-1n2

z, =(a+5b42)-(1+0+2)

II=I,-€
En forma analoga, se tiene: e-z; =z,

Por lo tanto:

3 e=l+U\EEI:_-=(ﬁ} [ zj-e=z=e-7;
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Unicidad:
Supongamos que existe fei}(ﬁ} ~ f=e tal que
o-f=5=F73
Ademas: z;-e=z =e-z;
Luego:
o f=z-e
(@+072)-(1 +0~2) =(a+b32)-(1+ 0ND)
(a+0)+(0 +5)W2 =(a+0)+(0+ b2
a+0 =a+0A 0+b=0+b

0 =0A0 =0 (1.25)

Por otro lado:
a-l=a=1-a na-l=a=1-a
Como T tiene como unico elemento identidad a 1, entonces:
1 =1 (1.26)
Usando (1.25) y (1.26) se tiene:
1402 =1+02
e=f (=)

9. Sea :lex’}(«ff) = 5, =a+t b2 | paraalgin a,be )
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- b
Tomando: ='=—2% _+ _2e0G2)

2°—a 26 —a

Luego:

:1-:1_1=(:::+EJ~JE}-( - 4 b J2)
2" —a”

25 —a

:1-:1'1:1+D~,E

De forma analoga se obtiene: z;" -z, =e

Por lo tanto:

- —d b - . _ B
3 :11_ t :“Jﬁem':(*aﬁ) / —_1':11=E=:11-:1

20" —aq® 25" —a

Unicidad:

(La prueba consiste en suponer que existe otro elemento inverso y encontrar una

contradiccion.)

10. 2, 2, = (@+b+2) (e +d2) =(a-c+2b-d)+(a-d+ b-c)\2
Por otro lado:

2y =(c+dN2)-(a+bf2)=(c-a+2d -b)+(c-b+d-a)2
Como en T se cumple la conmutatividad, entonces:
2o =(a-c+2b-d)+(a-d+b-cWf2

Por lo tanto:
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12.

(54 25) 2 =((@+b42) +(c +d~2))-(e+ D)

(2+2) 5 =((a+e)+(B+dn2)-(e+ f2)

(5 +z)- 3 :((a+r}-e+2(b+d}-ﬂ+((a+r}-f+(b+d}-g}\ﬁ

Por otro lado:

;-5 t:
-5tz
I-I;tz

-

-z =(a+ bf2) (e + FND) +(c+dN2) -(e+ £-{2)

=((a-e+2b- )+(a- F+b-eN2) +((c-e+2d - Hl+(c- F+d-e)2)

=(cz-e+2£’:-f+c‘-e+2d-ﬁ+(a-f+b-e+r-f+d-e}£

Arreglando la expresion se tiene:

-t =(atce)-e+2(b+d)- f)+((a+ r}-f+(b+d}-g}xﬁ

Por lo tanto:

(5 +z3)-z3=5-25+5- 5

(a4 5) =(e+ Ff2) -((a+ bf2) + (c +d~2)

5 (a+5) =(e+ ff2)-((a+ )+ B +d)2)

-(mtz)=(e-(atec)+ 2-f(f;l+rf}}+(e-(b+d)+f-(cz+r))ﬁ

Por otro lado:

:_::'__1+:_::'

:_::'__1+:_::'

y=(e+ £2) (a+b2)+(e+ f2)-(c +df2)

c=((e-a+2f-b)+(e-b+ f-aWD+({(e-c+2f-d)+(e-d+ f-A2)

-2, =(e-a+2f -b+ec+1f-d)+(e-b+f-a+te-d+f-chf2
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Arreglando la expresion se tiene:
3-ntzy- o =(e-latc)+2f-(b+d))+le-(b+d)+ f-(a+ r}}«.E
Por lo tanto:
-(g+to)=z-53+5-5
Finalmente:
((U(~/2).+.) es un cuerpo g
Definicion 1.2.3.3.

Hernandez (2010) menciono: “Si B es un campo un subcampo se define como un

subconjunto de R que es a su vez un campo bajo las operaciones inducidas por el campo R ”

(p. 8).
Teorema 1.2.3.4.

Ferrando y Gregori (1995) mencionaron: “Sea H un subconjunto no vacio contenido en X .
Entonces (H.+.-) es un subcuerpo de (K.+.-) siy solo si 7x, ve H secumple que x—veH

y ¥x.ve H —{0} se cumple que x-v™" & H—{0}” (p. 108).
Demostracion. Veamos:

(=) Tenemos: (H.+.-) essubcuerpo de (K.+.-)

Sean x,ye H = 3! —yeH

Por definicion de cuerpo:

x—yv=x+(—y) e H
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Ademas:
Sean xyeH-{0}=3 eH-{0}
Por definicion de cuerpo:
x-y e H-{0}
(=) Tenemos: (K ,+.-)escuerpoy H — K
Ademas:
Yo veH=x—veH (1.27)
vrye H—{0}=x v e H—{0} (1.28)
VVeamos que (H .+,-) es un cuerpo

a. Como + esconmutativoen £ = + es conmutativoen H .
b. Como + es asociativoen £ = + es asociativoen H.
c. En(1.27),tomando y=x< H , reemplazando:

x—x=0eH
Por lo tanto:
V xeH, 3 yv=—xeH /x+y=0=yv+x

d. En(1.27),tomando y=0H = 3! —y=0< H, reemplazando:

x+0=xecH
Por lo tanto:
¥ xeH 3 0eH / x+0=x=0+x

e. En(1.27), tomando x.—v £ H, reemplazando:
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x—(-v)eH

Por lo tanto:
x+yveH

f. Como - esconmutativoen K = - esconmutativoen H .
g. Como - esasociativoen K = - esasociativoen H .
h. En (1.28), tomando y=xeH —{0}, reemplazando:

x-x =ee H—{0}
Por lo tanto:
VxeH—{0}. 3! c=x"'eH /xz=e=z-x

i. En(1.28),tomando yv=e< H —{0}, reemplazando:

x-e e H—{0}
x-e=xe H-{0}
Por lo tanto:
YxeH _ 3l ecH / x-e=x=e-x

j. En(1.28), tomando x, v~ & H —{0}, reemplazando:

x-(v e H—{0}
Por lo tanto:
x-veH

k. Como las leyes distributivas se cumplen en K entonces se cumplenen H .

Finalmente:

(H .+.-) es subcuerpo de (K, +,)
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el subconjunto de los complejos.
Entonces: ({(i).+.-) es el subcuerpo de los nimeros complejos (C,+.-).
Demostracion. Veamos:

1. Tenemos: Qi) = C
2. Sean z.w e (J(7) entonces:

dabel})/z=a+biclC A J e, del})/ w=e+dielC
Como weT = 3! —welC
Luego:
c—w=({a+bi)—(c+di)=(a—c)+{b—d)ie i)

3. Sean z,we i) —{0} entonces:
1 abel—{0} /z=a+bieclC A J cde}—{0}/ w=ec+diell

1 i
eiC

Como well A w=0 = 3 w
Luego:
swl =(a+bi)-(c+di)
Veamos, quien es (¢ +di)™
Si: (e+di)-(x+ Fi)=e,donde e=1+0: eslaidentidad en
Al desarrollar, obtendremos:
c —d

d=——= 5 N B=—7—7
e +d” c +d”
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Ejemplo 1.2.3.5. Sea (C.+.-) el cuerpo de los complejosy Qi) ={a+bicC/a.be

(1.29)



Por lo tanto:

(r+rfr'}'1= . c =+ 1_ﬂr —1i
e +d" ¢ +d”

Reemplazando en (1.29)

cowh= (a+bi)-(— d
¢

—d
—+— =1y e (i) —1{0
+d° e +d” ) (D103

Finalmente, por el teorema 1.2.3.4. obtenemos:
(7). +.-) es el subcuerpo de (C.+.) L
Proposicion 1.2.3.6.
Castellanos (2013) menciono: “Dados A anillo, m» c A ideal
m es maximal < A/m es cuerpo” (p. 57).
Demostracion. (Ver demostracion en [3], pp. 57-58) 0
Teorema 1.2.3.7.
Fraleigh (1987) menciond: “Todo campo F es un dominio entero” (p. 217).

Demostracion. Si F es un cuerpo entonces es un anillo conmutativo con identidad, solo falta

demostrar que no existen divisores de cero.
Supongamos que F tiene divisores de cero, es decir, sean a b F—{0} tal que a-b=0
Luego:

a-b=0 = ala-b)=a’-0 = (ala)-b=0 = 1.b=0 = b=0 (=)
Entonces:

No existen divisores de cero
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Por lo tanto:
F es un dominio entero

En general, se concluye que:

Todo cuerpo es un dominio entero
Teorema 1.2.3.8.
Fraleigh (1987) menciond: “Si F es un campo, todo ideal en F[x] es principal” (p. 285).
Demostracion. (Ver demostracion en [7], p. 286)
Corolario 1.2.3.9.

Zaldivar (1996) menciono: “Si & es un campo, sus unicos ideales son el 0 vy el total &~

(p. 11).

Demostracion. En primer lugar, demostraremos la siguiente afirmacidn que nos ayudara a

probar esta proposicion.

Afirmacion: Los unicos ideales de & son {0} y k.

En efecto:

Sea I unideal de & .

Si I ={0} queda demostrado.

Si I={0}, entonces existe xeI con x=0.

Entonces, paratodo a = & (cuerpo), se puede expresar en la forma:

a=la=(x"-x)-a=x"-(x-a)=x"-(a-x)=(x"-a)-xe]
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Luego:

kcl
Ademas, I esunideal de i setiene I — k.
Por lo tanto:

I=k
Finalmente:

Los Unicos ideales de & son {0} y &
Observacion 1.2.3.10.

Zaldivar (1996) mencioné: “Si & es un campo, entonces 0 — k es el Unico ideal maximo
de k& ” (p. 14).

Demostracion.

Sea M un ideal de & con M = k entonces M ={0}

Sea I unideal de k tal que {0} c_ Ick

Como I esunideal de & entonces I ={0} (=) v I=k
I=k
Por lo tanto:
{0} es un ideal maximal de &

Por otro lado, se puede ver que & no es ideal maximal de i, pues si suponemos que lo es,

entonces:
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Por lo tanto:
{0} es el Unico ideal maximal de &
Definicion 1.2.3.11.

Fraleigh (1987) menciond: “Un isomorfismo de un campo sobre si mismo es un

automorfismo del campo” (p. 371).
Teorema 1.2.3.12.

Revilla (2014) mencion6: Sea f: K — L un homomorfismo de cuerpos. Demostrar que:

1. fl0)=0vy fl—a)=—f(a). Vac k.

2. f)=1y fl@=f(a)7". Yack, a=0.
3. Im £ esunsubcuerpode L.

4. £ esinyectivo.

Demostracion. Veamos:

1. Se deduce del hecho de ser # un homomorfismo entre los grupos aditivos de Ky

de L, es decir:

SO =50+0)=F0)+£(0) = f(0)=0

0=s50)=fla+(-a)) =fla)+ f(-a) = f(-a)=—f(a)

2. Se deduce del hecho de ser # un homomorfismo entre los grupos multiplicativos

de K—{0} yde L—{0} , es decir:
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SO=7A-D=rD- /O = fD=1

1=f(=fla-a)=fla)-fla) = fla)=(f(@)"
3. Seazelm(f) = Jdack / =flajel

Entonces:

Im(ficL (1.30)
Sean z,.5, em(f) = 3 a.be K tal que:

a=f@) A 5= f0)
Luego:

5,— 5 = fla)- f(D)
Como # es homomorfismo de X en L, entonces:

o —Z,=fla=-DbyeIm(f)
Entonces:
o= edm(f) (1.31)

Sean -z, e Im( f)—{0} = 3 a.be K-{0} tal que:

5=f@) . z,= f)
Luego:

55 = fla) ()™
De la parte (2) se tiene:

505 =fla)- £

69



Como f es homomorfismo de K en L , entonces:

527 = fla- 5 e Im( ) —{0}

Entonces:

2, -2t & Im{ ) —{0} (1.32)
Finalmente, de (1.30), (1.31) y (1.32) se concluye por el teorema 1.2.3.4.
Im( f) es subcuerpo de L

4. Tenemos que # es un homomorfismo de cuerpos entre Ky L, demostremos
que Ker( f) esunideal de X .
En efecto: Veamos:
a. Sea xeKer(f) = xeK /| f(x)=0
Por lo tanto:
Ker(fick (1.33)
b. Sean x.yve Ker(f) = f(x)=0 » f()=0
J(x)=f(»)=0
Como f es un homomorfismo de cuerpos, entonces:
Slx=y)=0
x—v e Ker(f) (1.34)
c. Sean re K{f(mMel) n xeKer(f) = f(x)=0

Luego:

S(r)-f(x) = £(r)-0

Como # es un homomorfismo de cuerpos, entonces:

SOr-x)=0
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r-xe Ker( f) (1.33)
De forma analoga:

Jx)-f()=0-£(r)

Como f es un homomorfismo de cuerpos, entonces:

Sf(x-r)=0
x-r e Ker( f) (1.36)
Por lo tanto, de (1.33), (1.34), (1.35) y (1.36) se obtiene:
Ker(f) esunideal de K

Luego, al ser K un cuerpo, en el corolario 1.2.3.9. hemos visto que sus Unicos ideales

son K y {0} entonces:
Ker(f)=K v Ker(f)={0}
Si: Ker( f)=K , entonces # seria el homomorfismo nulo, es decir:
In(f)={0} (=)

Pues de la parte (3) se tiene que Jm( ) ={0} es subcuerpo de L pero {0} noes

cuerpo, luego Ker( f) =10}
Por lo tanto:
£ esinyectivo L

1.2.4. Teoria de Espacio Vectorial

Definiciéon 1.2.4.1.

Lazaro (2005) menciono:
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Un conjunto 7, no vacio, se llama ESPACIO VECTORIAL sobre K , si esta provisto de

dos operaciones: suma (+) Yy producto (-), definidos de la siguiente manera:

+ xV =V - KV TV
{1, v) 2u+v {a.v)—=av
“La suma de dos vectores “El producto de un escalar por
es otro vector” un vector, es otro vector”

y que cumple las siguientes propiedades:

A1) w+v=v+u : uvel

A2) (u+vV)i+w=u+(v+w) ; wv,wel

A3z) 3M0eV/v+0=v, Yvel (0 eselelemento cero)
Ag)  Tvel 3l—v/v+(—)=0 (—v se llama opuesto de v)
P) a(fV=(afv . Va.Beck . vel

P2) l-v=v Vvel B lek

DISTRIBUTIVIDAD:

D1) (a+pfB)v=av+pv ., a.feckK ; vel

D2) a@u+Vi=cu+eav . @K ; u,ve K. (pp. 95-96)

Ejemplo 1.2.4.2. Si K =1 , entonces "= K™ el conjunto de matrices sobre E de

orden mazn Y CON SUS operaciones:
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+:- T =T
KV =TV
definidas de esta forma:

(aj)mm + ('bj}m:'w = (aj' + 'bj}m:'n'

A- (a['_:')?x.-n = (’:‘:' . a;':}m'.'n
es un E — espacio vectorial.
Demostracion. Sean K=FE ~ A B CeV=K"" ~ A.fckK

1. A+B = (a[',.").vx.:'n + ('bf,f:]'.vs.:'h' = [:ﬂ'v + bf,"':}-"&'-"'-' eV
2. (A+B)+C=((a;)p, + ;) ) () 0
Como en E se cumple la asociatividad, entonces:

(‘{ + B} +C= (aj' }.vmr.' + (("FJ; }.m.'.'r.' + (Cj'}.mr.'}

(A+B)+C=A+(B+C)

3. Sea AeB™ = 3 (a,),, e B/ d=(a,),,

Como aﬁe}: = 4l DﬁeR a[-f+0j =aj=[:|ﬁ+aj

Luego:
A= (c:_r[.f + Dﬁ:}mm Mo A= (IZIj +a[.f).,a?”
A= (a[',r').vxm:' + (Dj)rmn n A= (Dj’)m?n' + (aj' ).vs.'.'r.'
A=A+0 n A=0+4
Por lo tanto:

3 0eR™/ A+0=4=0+4
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Unicidad:
Supongamos que existe 0 e E™ A 0 =20/ A+0=A=0+4
Por otro lado: A+0=4=0+4

Luego:

A+0=4+0

(aj')m'm + (D i:'}.m'm = (ai:')m'm + (U ;'}m'm

(aj.' + Dh}m* = (aj' +0 j'}m'.wr

(D ;'}m'.wr = (D f}m‘m
0=0 (==

Como aﬁeR = 3| E:ﬁe}'i aﬁ+bﬁ=ﬂﬁ=bﬁ+a§

Luego:
(a.i'-' + bj).vs.m = (Du}vmﬂ ”ﬁ‘ (bu + aﬁ)ﬂ-"’-‘ - (Uu)'ﬂ""
(aj)mm +(b§)w—r‘ = (Dj}mw A ("FJU)'-:W' +[:aj' }m."r' = (Dg)mﬂﬂ
A+B=0 A~ B+4=0
Por lo tanto:
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3 BeR™/ A+B=0=B+ A4
Unicidad:
Supongamos que existe Ce E™ A C=#B/ A+C=0=C+A4
Por otro lado: A+B=0=B+4
Luego:

A+C=A4+B

(aj'}m:'n + (f‘u }.vs.'.'r.' = (aﬁ)rmn + (bff}m‘.‘n

(Hj + f‘; ).vs.'.'r.' = (Hj + bu}vmr‘

a.+c.=a.+b.
it it & it

(r[',r' }.*x.'.-r.- = (b}w"

=y

C=B (=)

5 A+B= (a['f)mrr +("FJ[',.").~3.1r.'
Como en E se cumple la conmutatividad, entonces:

A+B = (bu}vmr‘ + (a['j}rx.:m‘
Por lo tanto:
A+BF=B+4

6. A-A=2-(a) = (A )y €V
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7. (f? - ,ﬁ) -A= ("'? ..'8) . (a[',f)m'srr = ((’F ’ "8} d‘;-)_,a._:n

Como en E se cumple la asociatividad, entonces:

(2 - A= (- (B- @) = 2-(B- ;) = - (B )
(4 ) A=A-(B- A

8. Por la existencia Unica del elemento neutro e en E en la multiplicacion, entonces:

e-d=e- (ai:'}m';w = (g i a;'}m';n = (af}m'm =4

9. A-(A+B)=2-((a:)um + (B )ym) = A (@ +5y) )
A-(A+B)=(A(a; +5,))

Como en E se cumple la distribucién, entonces:
A-(A+B)=(A-a; +1-b)),.,,
A-A(A+BY=(A-a) p T(A-DB) e
A-(A+B)=A-(ay) g + A (B

A(A+B)=4i-A+.1-B

10. (A+B)- A=(A+ ) (a)) g =(A+ B)-a)

Como en E se cumple la distribucién, entonces:

[:"? + )8) -A= ("? ) 'ﬂj + )8 a[’;’)m‘fh‘ = (’T B a;'}m'fn + (}8 ) a;')m'm

[:f? + ,5:} -A=4- (a[',f)m';r: + 1'8 ) [:aif}-”&'-:”

(A+5)-A=Ai-A+p-A

Finalmente:

7 =K"™" esun [ — espacio vectorial
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Definicion 1.2.4.3.
Lazaro (2005) menciono:
Sea I” un K — espacio vectorial.

Un subespacio vectorial de 7" es un subconjunto " < 7, con las siguientes propiedades:

1. 0ew

2. Si (wy e Aw, ) entonces (wy +w,} .
Esta propiedad indica que “Si dos vectores pertenecen al conjunto F~, implica que la
suma de dichos vectores también pertenece al conjunto ™.

3. Si velF entonces, paratodo a = K, ave ¥ .
Esta propiedad indica: “si ¢ es un escalar cualquieray w es un vector perteneciente
a 7, implica que el producto aw es un vector de ¥ . (p. 97)

Ejemplo 1.2.4.4. Sea E* un E —espacio vectorial.

Sea H = [(aj) eR'a+b= D} un subconjunto de E*. Entonces: H es un subespacio

vectorial de E* .
Demostracion. VVeamos:

1. Sea (0,0)eR*. 0+0=0 = (0,0)e H
2. Sean u=(w,1,). v=(w.»)eH
Entonces:

(10,.1,) € B/ +u,=0 A (mvﬂeEJ fw+w=0

Luego:
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(26 +v) + (1 +v) =0
(g, +v, 0, +v, )eH
(e, )+, ) EH

u+ve H
3. Seanv=(w,w)eH » ack
Entonces:

(v e R v+1,=0
Luego:
- (1 +1,) =0
a-vta-vy, =0
(a-w.e-v)eH
a-(i.w)eH

o-ve H

Por lo tanto:
H es un subespacio vectorial de R* 0
Definicion 1.2.4.5.

Lazaro (2005) menciond: “Sea 1.v;.....¥, Un conjunto de vectores pertenecientes al espacio

vectorial V.

Diremos que el vector v 7 es COMBINACION LINEAL de los vectores v.v,.....v,, Si

existen escalares ¢.ct, ..., tales que:
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V= +a,w+ .+, v, los @ sonunicos” (p. 105).
Ejemplo 1.2.4.6. El vector (4,—9)= E* es combinacion lineal de (2,—3) y (0,-3).
Demostraciéon. Podemos ver que:
(4,-9=2-(2.-3)+1-(0,-3)
Por lo tanto:
(4.—9) es combinacion lineal de (2,-3) y (0.-3)
Definicion 1.2.4.7.
Lazaro (2005) menciond: “Sean v.v,.....v, vectores de un espacio vectorial 7", definimos:
Livy...vp={veViv==ay+aw+. +ay,. oK}

Se lee “El espacio generado por {1;,v,,...,v,} €s el conjunto de combinaciones lineales

de v.vy.....v, ”” (p. 107).
Ejemplo 1.2.4.8. Sea E* un F — espacio vectorial.

Sea It = [(1;;;:) eR /x—y—z= D} un subconjunto de E°, se puede ver que 7 es el

espacio generado por los vectores (1.1.0)y (1,0.1).
Demostracién. Veamos:

1. Sea (u#.v,w)eW entonces (i, v.W)eR’ / u—v—w=10

Luego:
(. vw)=(v+w, v wi=w1.1L0)+w(1,0.1)

(. v,w) & L{(1,1,0),(1,0,1)}

W c L{(1.1.0),(1.0.1)}
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2. Sea (x.y.z)e L{(1.1.0),(10.1)} entonces existen A, SR/

(xv.2)=A(LLO)+ BLO.D)

(xy.2)=(A+5.4.5)

x—y—z=0

L{(1.10).QLO.D} =

Entonces:
W =L{(1.1,0),(1.0, )}
Por lo tanto:
" es el espacio generado por los vectores (1.1.0) y (1,0.1)

Teorema 1.2.4.9.
Lazaro (2005) menciond: “ L{1.v;.....v, | €s un subespacio de 7> (p. 107).
Demostracion. (Ver demostracion en [9], p. 163)
Definicion 1.2.4.10.

Lazaro (2005) menciond: “Sea § =1{11.14.....%, | un subconjunto de vectores distintos de un

espacio vectorial 7.

Diremos que el conjunto S es LINEALMENTE DEPENDIENTES (1.d.) si existen

escalares ¢, a,, ..., , no todos cero, tales que:
ey v +a v, + ..+, v, =0 (vector nulo)” (p. 110).

Ejemplo 1.2.4.11. Dados los vectores (—6.—=.9) y (4.1.—6) de E°, entonces: (—6.—=.9)

b | e
b2 | L2

y (4.1,—6) son L.D.
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Demostracion. Veamos:

A -(—5;%:9)+,5-(4=1=—5)=(0=0=0}
., 3, .
(—5;‘.+4ﬁ=—;r‘.+ﬁ=9r‘. —66)=(0.0.0)
Luego:
. 2
A=—
3;5
Por lo tanto:
3
(—6=—;=9} y (4.1.-6) son L.D.

Definicion 1.2.4.12.

Lazaro (2005) mencion6: “Un conjunto S que no es linealmente dependiente se define

linealmente independiente.

Dicho de otra manera:

S ={w.n....v,} es LINEALMENTE INDEPENDIENTE (L.i) si la ecuacién
v, +a, v+ +a,v, =0 implicac; =a;, =...= a, =0" (p. 110).

Ejemplo 1.2.4.13. Dados los vectores (3.-8) y (—2,3) de R*, entonces: (3.—8) y (-2.3)

son L.1.
Demostracion. Veamos: A3, -8+ £(-2,3)=(0,0)
(34—28.-81+38) =(0.0)

31-28=0 A —81+38=0

b
I
I
I
Lo



Por lo tanto:
(3.—8) y (-2.3) son L.I. O
Definicion 1.2.4.14.

Lazaro (2005) menciono: “Sea I” un K — espacio vectorial y § ={v.v;.....,} un

subconjunto de ¥ .

Diremos que el conjunto de vectores S ={.v,.....v,} €s una BASE del espacio vectorial 7,

Si:

1. {4.v5..v,| es linealmente independiente
2. {%.v....v,} genera V. Estoes: VV=L{w....v,}

El espacio 77 es de dimension finita si tiene una base finita” (p. 111).

Ejemplo 1.2.4.15. Sea V = {a, + a7+ a,cos2+ae” | a, € R.r B| un R-espacio vectorial.

VVeamos que las funciones:
f(O=2t-1, fi(t)=t+cos2, f,(=3+¢€", fi()=—t+e"
constituyen una base de .
Demostracién. Demostraremos las dos siguientes condiciones para que
LA, A0, £(D. f,()} seaunabase de 7.
Afirmacion 1: { £(7). (7). £:(2). f2(f)} genera 7.
En efecto:
Sea g(NeV = 3 k k. k. keR | g(d)=k, +kt+kcos2t+ke"

Veamos si gi#) es combinacion lineal de f,(7). /50, f5(r). (1) .
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g(f) = ky+ kit + kycos2t +hse’ = af\ (D + bAD + A (O + dfy ()
ko +ht+keos2t+ e =a(2t—1)+b(t+eos2) +c(3+e ) +d(—t+e)
ko +ht +Rpcosdt+ ke =(~a+3c)+(2a+b—d)t+beos2t +(c+d)e”
Igualando se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:
—a+3c =k,
2a+b-d =k
b=k,

c+d=1r

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene:

a=%(—h+3£q—3k: +3k,)

b=k,

= (U +hy =y )

d == Qi +k ~ =6k
Entonces, existen escalares a.b.c.d € & tal que g(f)= af{(t)+ b, () +cf (1) +df (1)
Por lo tanto:
V cL{A@. AO. £O. L0}
Ademas, por el teorema 1.2.4.9. se tiene:

LIA@D. A@.L£@. L@}V
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Entonces:
V=L{A@).A@. L. L0}
Por lo tanto:
(A, A(D. £(D. £(5)} genera 7.
Afirmacion 2: { £(0). A(D. £(D. £.(O)] es L.1.
Veamos: Supongamos que:
afiO+e i+ 6O+ f()=0

(2~ +ey(t +cos2t) +6;(3+€ ) +ey (1 +€7) =0

(—¢; +3c;)+(2e, + e, —c )t +ecost+(c; + ::*4}23' =0
Igualando se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

—¢, +¢; =0

c, =0

c;+c, =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene:
o =¢,=¢=0¢,=0
Por lo tanto:

(£0. /0. L@ L@} es L.

Finalmente, de la afirmacion 1y 2, se obtiene:
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{£@). /D). /(D). £} es unabase de 7 L
Definicion 1.2.4.16.

Fraleigh (1987) menciond: “Si ¥ es un espacio vectorial de dimension finita sobre un
campo £, el nimero de elementos en una base (por teorema 36.3, es independiente de la

seleccion de la base) es la dimension de 77 sobre £ (p. 337).

Ejemplo 1.2.4.17. Sea V ={a, +a +a,cos2t+ae” | a,€ R.r e Rf un R — espacio vectorial,

entonces dim, V" =4 .
Demostracion. Del ejemplo 1.2.4.15. hemos obtenido que:
[(O=2-1, fi()=t+cos2t, fi(h=3+&". filt)=—t+e"
constituyen una base de 7.
Por lo tanto:
dim =4 o
Corolario 1.2.4.18.

Hoffman K. y Kunze R. (1973) mencionaron: “Sea ¥ un espacio vectorial de dimensién

finitay sea n=diml” . Entonces

1. cualquier subconjunto de ¥ que contenga méas de = vectores es linealmente
dependiente;

2. ningun subconjunto de ¥” que contenga menos de # vectores puede generar 7
(pp. 44-45).

Demostracion. (Ver demostracion en [10], pp. 44-45) L
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Definicion 1.2.4.19.

Herstein (1970) mencioné: “Si L7y J”son espacios vectoriales sobre F | entonces la

aplicacion I de L7 en F se dice que es un homomorfismo si

1 G +u )T =l +u,T

2. (aa)T=al(iy])

para cualesquiera u,.16; €U,y ar = F 7 (p. 158).
Ejemplo 1.2.4.20. Dado 7 : E[x] — R una aplicacion tal que:
flag+ax+. . +ax)=a,
entonces f es un homomorfismo de espacios vectoriales.
Demostracion. Sea i R Y sean:
p(xX)=¢y+ex+ +cx € R[x],paraalgun c,e R, i=01,....n
g(x)=d, +dx+ +d x"eR[x],paraalgin d, eR_ i=01_ .»
Entonces:

L fp()+a() = Flley +ex++ X7 +(dy +dpx+ +d,x")

S(p(x)+qg(x)) = e, +dy))+ (o +d)x+. .+ (c,+ n’n}x”)

Por la definicion de f se tiene:

S(pC)+q(x)=c, +d,
FPG)+q0)) = fle+ et +e,x")+ fldy +dpe+ . +d,x")
Entonces:

S(p(x)+q(x) = F(p()+(g(x)
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2. f(A-p(x))=f(A-(c; +ex+. . +e,x")

S

e

p()) = A+ d-ex+. . +4-¢x7)

Por definicion de f se tiene:
FA-p(x))=A-eg=A- fley+ex+...+c,x7)
Entonces:
SA-p(x)=4- f(p(2))
Por lo tanto:
J es un homomorfismo de espacios vectoriales 0

1.2.5. Teoria de Cuerpos

Definicion 1.2.5.1.

Zaldivar (1996) mencioné: “Si & y K campos tal que &< K vy las operaciones {(+,-) de k
son las mismas que las de K , entonces diremos que & es un subcampo de X o que K es

una extension de & ” (p. 48).
Ejemplo 1.2.5.2. Ya hemos visto que @' es subcuerpo de Q’(ﬁ) .
Observacion 1.2.5.3.

Zaldivar (1996) mencion06: “Si K/ ik es una extension de campos, entonces con las
operaciones de campo de K , K es un espacio vectorial sobre & (de hecho, al multiplicar por

un escalar A € &, un elemento ve K, se considera 4 = K y al producto de X : Ave K)”

(p. 48).
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Definicion 1.2.5.4.

Zaldivar (1996) menciono: “A la dimensién dim, K de K como espacio vectorial sobre & se
le llama el grado de la extension K/ & y lo denotaremos por [K : k] . Por supuesto que esta

dimension puede ser finita ¢ infinita” (p. 48).
Observacion 1.2.5.5.

Fraleigh (1987) menciond: “Usaremos a menudo el hecho de que si E es una extension finita

de F,entonces [E: F]=1 siysoOlosi E=F” (p. 348).
Demostracion. (Ver demostracion en [7], p. 348) 0
Teorema 1.2.5.6.

Herstein (1970) menciono: “Si L es una extension finita de X'y K una extension finita

de F, entonces L es una extension finita de 7. Ademas, [L: F]=[L: K][K: F]” (p. 198).

Demostracion. Para que E.r,.. 1} , seauna base para L sobre F', tenemos que demostrar

(L=l

que sea un generador para L sobre F y sea Linealmente Independiente.

Afirmacion 1: En.-l_. 1} o ESUN generador para L sobre F

L I-'n.-:.-.e X

En efecto:

(C) Sea z=Ly {1}} es una base para L sobre K , entonces:

3 a.eK (notodosceros) / z=>"a.-v. .V jel,
° jm] : :

Como a, eKy {.r._.}__d es una base para K sobre F, entonces:

3 b e F (notodosceros) /a, =3 b, -x,; V il

fa ]

Reemplazando:
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Por lo tanto:

Es decir:
{x-»} ., esungenerador para L sobre F
Afirmacion 2: {x,-»,}  es Linealmente Independiente

En efecto:

Sean {c,|  unafamilia de elementos de F tal que:

> Te (o3, =0

Jal, ial

Como [ ¥ }I es una base para L sobre K , entonces:
2ex=0.V jel,
iel

Como {x}_, esunabase para K sobre F, entonces:

c; =0V iel, V jel,

Por lo tanto:
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{l‘.—- ¥ }-:.-.,::.c;r . €s Linealmente Independiente
Finalmente, de las Afirmaciones 1y 2, se obtiene:
{x, 1}: , esunabase para L sobre F
Afirmacion 3: [L: F]=[L:K]-[K: F]
En efecto:
Podemos ver que:
[L:F]l=dimL=s-r
Por otro lado:
[L:K]=dimL=5s ~[K:Fl=dimK=r
Por lo tanto:
[L:F]=[L:K]-[K:F] 0
Corolario 1.2.5.7.

Lang (1971) mencioné: “La extension E de & es finita si, y solo si, E esfinitasobre F y F

es finita sobre & (p. 193).
Demostracion. Veamos:
(<) Del teorema 1.2.5.6. se tiene:
[E:k]=[E:F)[F:k]<w®
Entonces:
[E:Fl<o A [F:k]<wm
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Por lo tanto:
E/F esfinitoy F/k esfinito 0
Observacion 1.2.5.8.

Lang (1971) menciond: “Como para los grupos, definimos una torre de CuUerpos como una

sucesion

de cuerpos extension” (p. 193).
Corolario 1.2.5.9.

Fraleigh (1987) menciono: “Si F; esun campo para i=1,....r y F,_ es una extension finita

de F, , entonces F, es una extension finita de F, y
[F,: F1=[F - F][F:F.,]. [F:F]” (p. 350).
Demostracion. Sea:
A={reM/E |/ F,¥i=12..... r (finitos) = F, / F| es finito}
Sir=1:
Tenemos inmediatamente:
F, ! F, esfinito
Si r=12:
Tenemos:

F, !/ F.. i=12 son finitos
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E | F, ~ F,!F son finitos

Por el corolario 1.2.5.7. se tiene que:

E; | F| es finito

Si r =5 (Hipétesis Inductiva)

F,/F, vi=12__ «(finitos) = F _ /F esfinito
Sir=h+1:
Si F,/F,. ¥i=12.....h+1 (finitos) demostraremos que F,,,/F; es finito
En efecto:
Tenemos:
E_ /F, %i=12,.  h+1 (finitos)
Entonces:

F,/F, vi=12__« (finitos) A F,_,/F,_, (finito)
De la Hipotesis Inductiva se tiene que:
F,,, ! F esfinito
Por el corolario 1.2.5.7. se tiene que:
F._ .,/ F esfinito

Por lo tanto:

A=HM
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Ademas, haciendo induccion en el teorema 1.2.5.6. se tiene:

[F, - F1=IF, : F,,]..[F; F] o

Definicion 1.2.5.10.

Herstein (1970) menciond: “Si p(x) € F[x] entonces un elemento a que se encuentra en

alglin campo extension del F se llama raiz de p(x) si p{a)=0 " (p. 210).

Lema 1.2.5.11.

Herstein (1970) menciond: “Si p(x) e F[x] y si K es una extension de F, entonces para

cualquier elemento b e K. p(x)=(x—Db)g(x)+ p(b), donde g(x) € K[x] y donde

deg g(x) =deg p(x)—17 (p. 210).

Demostracion. Sea K/ F una extension de cuerpoy b e K.

Como Fc K = Flx]c K[x].

Como p(x)e F[x] = p(x)eK[x] n x—be K[x].

Luego, por el algoritmo de la division para polinomios en KJx] :

3g(x).r(x) € K[x]/ p(x) =(x—b)g(x)+r(x) (1.37)

Donde: »(x)=0 v degr(x) <deg(x—5)=1

Entonces:

r=r(x)

Reemplazando en (1.37)

p(x)=(x—b)g(x)+r (1.38)
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Evaluando el polinomio en & se tiene:

p(b)=(b-Db)g(b)+r

p(b)=r

Reemplazando en (1.38) se obtiene:

p(x) =(x—b)g(x)+ p(b)

Ademas, tomando limite al residuo cuando tienda a cero, se tiene:

p(x)=(x—b)g(x)

Luego:

deg p(x) = deg((x—b)q(x))

Por el lema 1.2.2.47. se tiene:

deg p(x) =deg(x—b)+degg(x)

Por lo tanto:

deg p(x) =1+deg g(x)

Es decir:

deg g(x) =deg p(x) -1

Corolario 1.2.5.12.

Herstein (1970) mencioné: “Si a € K es una raiz de p(x) < F[x], donde F — K , entonces

en K[, (x—a)| p(x) 7 (p. 211).

Demostracion. De acuerdo con el lema 1.2.5.11. en K[x] se tiene:
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p(x)=(x—a)g(x)+p(a)

Como a =X esraizde p(x), se tiene:
p(x)=(x—a)g(x)
Por lo tanto:
(x—a)| p(x) 0

Definicion 1.2.5.13.
Herstein (1970) menciono: “El elemento a £ X es una raiz de p(x) € F[x] de multiplicidad
m si (x—a)™| p(x), mientras que (x—a)™" ¢ p(x)” (p. 211).
Observacion 1.2.5.14.

Lang (1971) menciond: “Si p(X) es un polinomio irreducible de kX7 que divide a f(X),
toda raiz de p(X) seratambién raiz de (X)), por lo que podemos limitarnos a considerar

polinomios irreducibles” (p. 199).
Demostracion. Como p(.X) | f(X) entonces existe g(.X) = H{.X7] tal que
J(X)=q(X)- p(X)
Sea o una raiz arbitraria de p(.X), entonces:
Sfla)=q(a)- p(a)
Sfle)y=q(a)-0

Sle)=0
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Por lo tanto:

a es una raiz arbitraria de f£(.X) L

Teorema 1.2.5.15.

Herstein (1970) mencion6: “Si p(x) es un polinomio en F[x] de grado 1 =1 vy es irreducible
sobre £, entonces hay una extension E de F tal que [E:F]=n enque p(x} tiene una

raiz” (p. 212).

Demostracion. Como F es cuerpo, por el teorema 1.2.3.8. se tiene F[x] es DIP. Por el

teorema 1.2.2.31. F[x] es DFU.

Sea p(x)e F[x] un polinomio irreducible con deg p(x)=n=1.

Como p(x) es irreducible, por la proposicion 1.2.2.50. se tiene < p{x) = es un ideal primoy

por la proposicion 1.2.2.51. se tiene < p{x} = es un ideal maximal en F[x] .

Por la proposicion 1.2.3.6. se tiene:

Flx]
< p(x)>

= uncuerpo E=

Ahora, definamos la aplicacién:

o Flx] —}i =E /o f(x))=flx)+ < p(x) =
< p(x) >
Usaremos la restriccion a K :
oy Fo—T g o (@=at<pl)>
< p(x) >

Afirmacion 1: o |z es un homomorfismo de cuerpos

En efecto:

Sean a.,be F
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T lr (a+b5) =(a+bM < p(x) >=(a+ < p(x) ) +(b+ < p(x) )
Ol (a+b)=0|c (@) + 0| (B)
Ademas:
T |p (a-b) =(a-b)y+ < p(x) >=(a+ < p(x) »)-(b+ < p(x) »)
Tlg(a-B)=0g (a)-olr (D)
Por lo tanto:
& |z s un homomorfismo de cuerpos
Afirmacion 2: o |z es inyectiva
En efecto:

Como F, E soncuerposy o |- es un homomorfismo de cuerpos, por el teorema 1.2.3.12.

(parte 4) se concluye:

o | es inyectiva

Afirmacion 3. F es subcuerpo de E

En efecto:

Sabemos que F y E son cuerpos, solo falta demostrar que F — E

Sea @ € F, entonces:

Olz(a)eE

at+<p(x)=e E

aeat+<p(x)>cE
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Por lo tanto:

Finalmente:
F es subcuerpo de E

Es decir, demostramos que £/ F es una extension de cuerpo, ahora probemos:
Afirmacion 4: [E:F]=n
En efecto:
Sabemos que £/ F es una extension de cuerpo.
Veamos que

§= [1+ < p(x) = ok < p(x) >, [+ < p(x) >)-+1} cE
es una base de E sobre F

a. E=L {5}
En efecto:

Por el teorema 1.2.4.9. se tiene que: L{S} cE

Por otro lado:

F[]

Sea g(x)e E=
< p(x) =

= 3 r(x)e F[x] tal que

g(x) =r(xH < p(x) >

g(x)=(cy tex+...+ c‘_,,_l_f’_l}+ < p(x) >
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g(x)=(cy+ < p(x) =) +(cxt < p(x)>)+...+ (r_,,_l_r”_1+ < p(x) =)
g(x)=cy(H+ < p(x) =)+ g(x+< p(x) =)+, +c, (1"H+ < p(x) =)
g(x)=cy(I+ < p(x) =)+ (x+ < p(x) =) +._ 4, (xt < p(x) ::-)”_1

Por definicion de espacio generado, se tiene:

g(x)e L{S}

Por lo tanto:
EcL{s}

Se concluye:
E=L{S}

S es Linealmente Independiente
En efecto:

A+ < p(x) )+ + A (x+ < p(x) =) =0
(A + A+ ..+ A X < p() >=0
Como & |- es homomorfismo, por el teorema 1.2.3.12. se tiene:
Ol (A +Ax+ +i_ =0l (0)
Como @ |z es inyectiva, entonces:
Ao+ Ax+.  +A_x"=0
Entonces:

A=0V%i=0L...n-1
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Por lo tanto:

S es Linealmente Independiente

Con esto, hemos demostrado que:
§= [1+ < p(x) = x+ < p(x) =, (x+ < p(x) >)-’H}

es una base de E sobre F
Ademas:

[E: F]l=dimzE=n=deg p(x)
Ahora probemos que pz(x) tiene unaraizenkE .
Afirmacién 5: Existe e E / pla)=0
En efecto:
Llamemos: & =x+< p(x) > E

Sea el homomorfismo de evaluacion:

G, F[x]— FIX] tal que o, (p(x) = pla)
< plx) =

Se puede ver:

0, (p()) = P(I+ < p(3) >= p(x) +¢(x) - p() , para algin g(x) € F]

o, (p(x)) =(1+4(x))- p(x)

o, (px)e< p(x)=

o, (plx)=0

p(a)=0
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Por lo tanto:
dacE ! pla)=10 L
Corolario 1.2.5.16.

Herstein (1970) mencioné: “Si f(x) € F1x], entonces hay una extension finita £ de F en

que f(x) tiene una raiz. Ademas, [E : F]=<deg f(x)” (p. 213).
Demostracién. Sea f{x) e F[x] con deg f(x)=n=1.

Sea p(x} e F[x] un factor irreducible de f(x)} con deg p(x) =deg f(x) . Usando el

teorema 1.2.5.15. existe una extension finita £/ F con:

[E: F]=deg p(x) = deg f(x)

[E:F]=deg fi(x)

Ademas:

3 @cE /o esraizde p(x)
De la observacion 1.2.5.14. se tiene que cualquier raiz de p(x) esunaraiz de f(x).
Por lo tanto:

3 acE /a esraizde f(x) U
Corolario 1.2.5.17.

Lang (1971) menciond: “Sea & uncuerpo,y f.....f,, polinomios de X[.X] de grados =1.

Existe una extension £ de & enlaque cada £ tieneunaraiz, i=1._...n" (p. 200).

Demostracion. Sea & uncuerpoy f(x)=ix] (irreducibles) ¥i=1.....n degrados n =1
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Definamos:
A={ne ¥/ f(x)€ Hx] tieneunaraiz en E_ para algin E/k (extension)}
Procediendo por induccién:

a. Sin=1
Si kesuncuerpoy fi(X)eiX] (irreducible) de grado = =1, del teorema
1.2.5.15. se obtiene que existe E /& (extension) tal que f(.X) tiene unaraizen E
b. Si n=h (Hipdtesis Inductiva)
Si &k esuncuerpoy f(X). A(X)..... £, (X) e HX] (irreducibles) de grados n =1,
entonces existe F/ k (extension) tal que f;(.X) tiene unaraizen F: ¥j=1.2.....h
c. Sin=h+l1
Si kesuncuerpo y A(X) ACX)..... A(X) £ (X)X (irreducibles) de
grados n =1, demostraremos que existe E/k (extension) tal que f(X) tiene una

raizen E; ¥j=12...  h+l

En efecto:

Sea fi..(X)eX]c FIX] (irreducible) de grado # =1, por el teorema 1.2.5.15.

se obtiene que existe E/ F (extension) tal que f,.,(X) tieneunaraizen E .
De la Hipotesis Inductiva se tiene que:

A f,(X) e HAT] (irreducibles) de grados # =1 tienen una raiz en F . Pero,

si Ai(X)..... f,(X)) tienen unaraizen F — E entonces tienen unaraizen E .
Por lo tanto:

S, A, (XD, £, (X)) € KX (irreducibles) de grados =1 tienen una raizen E
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Finalmente:
A= W
Teorema 1.2.5.18.

Herstein (1970) menciono: “Sea f(x) € F[x] de grado » =1 . Entonces hay una extension E
de F de grado cuando méas =! en que f(x) tiene n raices (y, por tanto, un juego completo

de raices)” (p. 213).

Demostracion. Sea f(x) € F[x] con deg f(x)=# =1, por el corolario 1.2.5.16. existe una
extension finita L, / F tal que [L,: F]=deg f(x)=n y ademas f(x) tiene unaraiz o5 € L,.
Asi pues, en L [x], f£(x) se factorizacomo f(x)=(x—a;)-g(x) donde g(x)e L[]

con degg(x)=n—1.

Luego, g(x)e L[x] con deg g(x)=n—1, por el corolario 1.2.5.16. existe una extension
finita L, /L, tal que [L,: [;]=deg g(x)=n—1 y ademas g(x) tiene unaraiz o, €L, . De
esta manera, en L[x], g(x) se factoriza como g(x) =(x—¢;)-r(x) donde r(x)e L,[x]

con deg () =n—2.
Si reemplazamos, se tiene:
F@)=G—0) (r—a)-r(x)
En forma inductiva y por el corolario 1.2.5.9. existe una extension finita E / F donde:
[E:Fl=[E: L] [L: L] [L:L]-[L: F]
[E-F]=1-2..-(n—-1)-n

[L-K]=n!
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Ademas, reemplazando en forma inductiva:

fE@)=c-(x—a) (x-a)...(x—a,)
Obtenemos: c F » ay.cty.....a, € E sonlas » raices de fi(x) . u
Definicion 1.2.5.19.

Herstein (1970) menciono: “Un elemento a £ K se dice que es algebraico sobre F si existen

elementos e,,¢.....e, en F,no todos 0, tales que a,a" +aa™ +.. +a, =07 (p. 200).

Observacion 1.2.5.20.

Herstein (1970) menciono: “En estos términos, a £ K es algebraico sobre F si existe un
polinomio distinto de cero p(x) € F[x] que a satisface, es decir, para el cual p(a)=0"

(p. 200).
Proposicion 1.2.5.21.

Dummit y Foote (2004) mencionaron: “Let ¢ be algebraic over F. Then there is a unique

monic irreducible polynomial m_ - (x) € F[x] which has « as a root. A polynomial
S(x)e F]x] has « as aroot if and only if m_ - (x) divides f(x) in F[x]” (p. 520).
Demostracion. Demostraremos por medio de afirmaciones.

Afirmacion 1: 3 m_ -(x) € F[x] (monico) con grado minimo / m_(a) =0

En efecto:

Tenemos que a es algebraico sobre F, entonces:

3 p(x)e Flx]/ p(a) =ay +aa+...+a,o =0
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Si dividimos por a, =0, se obtiene:

3 g(x) e Fx] / (@) =b, +ha+...+a" con .av::iep

HE 1

Ademas:
gle)=0

Este polinomio g(x) e F[x] cuyo coeficiente principal es 1 se le llama ménico.
Ahora, diremos que si « es algebraico sobre F, del conjunto de polinomios de F[x], de
manera analoga a la construccion anterior, tendremos varios polinomios monicos, por el

principio del buen orden en [, se obtiene:
3 m_ -(x) € F[x] (mdnico) con grado minimo / m_(a) =0

Afirmacioén 2: m_ - (x) es Gnico
En efecto:
Si m_ z(x).r,_(x) e F[x] son mdnicos diferentes de menor grado tal que
m, (@) =0=r, (a).
Sea n=degm_(x)=degr, (x) , hagamos:

b, s () =m_z(x)~7, -(x) € F[x] con degh, ¢(x)<n
Ademas: i_(a)=m_(a)—r, (a)=0

Luego, Si . #(x) es el monico asociado a z_ . (x) con deg B F (%) = deg h p(x)<mn,

entonces:

2 ce F (invertible) / i (x) =c-har()
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h @ =c-h,, (@)
hor(a)="0
Por lo tanto:
ha.F(x) € F[x] (Monico) con deg har(x) <n / har(a)=0 (=€)
La contradiccion se debe a la minimalidad del grado de m_ - (x) y », =(x) .
Por lo tanto:
m, (x)=r, (x) (Unicidad)

Afirmacion 3: m_ -(x) es irreducible
En efecto:
Supongamos que m_(x) e F[x] es reducible, entonces:

3 (). g(x) € F[x] (M6Nicos) / m_ »(x) = £(x)-g(x)
Donde: deg £(x),deg g(x) < deg m_ £ (x)
Luego:

m, r(a) = fla)-g(a)

0=f(e)-gla)el

Como L es cuerpo, por el teorema 1.2.3.7. se tiene que L es un dominio entero, entonces L

no tiene divisores de cero, luego:

fl)=0 v g(a)=0

Por lo tanto:
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F(x). g(x) e F[x] (mdnicos) con deg f(x).deg g(x) < degm_(x) [ f(e)=0wvg(a)=0

(=<=)

La contradiccion se debe a la minimalidad del grado de m_ - (x).

Finalmente:

m_ () es irreducible

Afirmacion 4: ¥ f(x)e F[x] con fla)=0<m,_, (x)|fx) en F[x]

En efecto:

(=) Sea f(x)e F]x] con f(a)=0, dividiendo entre m_ -(x) se tiene:

F(x)y=m_(x)g(x)+r(x),con r(x)=0 v degr(x) <degm, (x)

Pero:

Sy =m, p(a)g(a)+r(a)

0=0.g(c)+r(c)

(@) =0

Hasta ahora, tenemos:

r(a)=0 ,donde: »(x)=0 v degr(x)<degm,_ o(x)

Si: deg ri(x) < deg m, z(x) (=<=) (Por la minimalidad del degm_ -(x))

Entonces:

r(x)=0

Finalmente:
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Fxy=m, g (x)g(x)
Es decir:
m, ()| f(x) en F[x]
(<) Como m_(x)| f(x) en F[x], entonces:
3 g(x)e FIx] / f(x) =q(x)m_ £(x)
Sla)=qg(a)-m, (a)
fla)=q(a) .0

Sfle)=0

Por lo tanto:
7 f(x) e F[x] se tiene que f(ea) =0 0
Observacion 1.2.5.22.

Zaldivar (1996) mencion6: “En cualquier caso, al polinomio moénico irreducible m(x) € & x]
de grado menor del cual « = K es raiz, se le llama el polinomio minimo (irreducible) de o,y

se denota

mix) = Irr(a, k) € Kx]” (p. 58).

Observacion 1.2.5.23. El polinomio minimo irreducible depende del cuerpo sobre el que se
considere. Por ejemplo, Fr(+f5.0) =" —5, mientras que B (5, &) =x—~f5 , asi que

siempre hablaremos del “polinomio minimo irreducible sobre”.
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Definicion 1.2.5.24.

Zaldivar (1996) mencion06: “Una extension K / & se llama algebraica si todos los elementos

de K son algebraicos sobre & (p. 61).

Corolario 1.2.5.25.

Zaldivar (1996) mencioné: “Toda extension finita K/ k es algebraica” (p.61).
Demostracion. Sea [K:k]=n

Sea feK A B=0 = 3 [Lﬁ:ﬁ:_...ﬁ”} c K

Si sus elementos son distintos, por el corolario 1.2.4.18. se tiene que [Lﬁ:ﬁl. . ﬁ”} es L.D.

Entonces:
3 p(x)e Hdx] (nonulo) / p(F=0

5 esalgebraico sobre &

Por lo tanto:
K/ k es algebraico

Si sus elementos no son distintos, entonces:

F'=1,paraalgin i=12.....n

p-1=0
Luego:
3 p(x)=x'-1 & A[x] (nonulo) paraalgin i=1.2.....n /p(5) =0

/5 es algebraico sobre &
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Por lo tanto:
K/ k esalgebraico
Observacion 1.2.5.26.

Zaldivar (1996) menciond: “Observemos primero que si K esuncampoy {L_} es una

familia de subcampos de K, entonces la interseccion L =("]L, <X es de nuevo un

(=3

subcampo de & (p. 54).
Demostracion. Veamos:

a. Seaze()L, = -, :Va
Como L_ son subcuerpos de K, entonces:

e K
Por lo tanto:

(L. cK

b. Sean :z.z, € ﬂﬁn = .5, €L Vo
Como L_ son subcuerpos de K , entonces:

o5l Va
Por lo tanto:
2 —Z5 € ﬂﬂn

c. Sean z.z, [ |L, —{0}, entonces:

.5 €L Va s zz, =0

Como L_ son subcuerpos de X, entonces:
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3 el

Ademas:

oo el | Va
5o gL, =0}
Por lo tanto, del teorema 1.2.3.4. se obtiene:
(L. es subcuerpo de K

Observacion 1.2.5.27. ﬂﬂﬂ es el subcuerpo més pequefio de K que contienea ky e.

Demostracion. Supongamos que ﬂﬁﬂ no es el mas pequefio de K que contiene tanto a &

[

como &, entonces:
= H esel més pequefio de X que contiene tanto a & como «
kcHc()L,cK

Pero:

Por lo tanto:

ﬂ}:n es el subcuerpo mas pequefio de K que contienea k y

[=2
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Definicion 1.2.5.28.
Zaldivar (1996) menciond:

Sea K/ k& una extension y sea X — K un subconjunto. Sea 3 la familia de subcampos

de K que contienena kya X . Esta familia I es no vacia ya que K< 3 . El subcampo

()= ﬂ F se llama el campo obtenido adjuntando X" a .
Faz

Claramente kc &Z(X) = K,y k(X)) es el menor subcampo de K que contienea k& y

akX .Si X={a....a,}c K esun conjunto finito, usaremos la notacion

k({ay..-..a,}) =K(a...a,).

En particular, si X ={a} < K, diremos que se tiene una extension simple ki{a)/k .

Comenzamos describiendo, internamente, estas extensiones simples. (p. 56)
Proposicion 1.2.5.29.

Zaldivar (1996) mencioné: “Sean K / & una extension, ¢ = K. Sea k(ea)/ k& la extension
simple obtenida al adjuntar & a &. Entonces,

| f@
Le(e

Demostracion. Sea F" = ) S X)) gx) e fx]ngla) = D}

@

(=) Demostremos las siguientes afirmaciones:

k(e) = - f(x). g(x) € Hx]y g(@) = 0} ” (p- 56).

Afirmacion 1: I es subcuerpo de K

En efecto:

a. Sea zelW = = =m I f(x), g(x)e Hx] ~ glax)=0
g(a)

ek
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Por lo tanto:

Wck
. Sean a.belW = a =m [ F(x), g(x)e fx] ~ glax)=0
g(c)
Ademés: b =2D | o) wix) e K] A wia) =0

w(c)
Comobe K ~ Kescuerpo = 3! —pek

Luego:

a—b= Sa) _ @(a) _ Sloyw(o) —ola).g(ax) _ rc)
gla) wla) gla)y(a) s(a)

Donde:
rix)=fx)wix)—@(x).g(x) € dx] A s(x)=glx)w(x) e dx] ~ s(a)=0

Entonces:

a—belW
. Sean a. bW —{0} , entonces:
a=LD | 1.6 Hx] A F(e)=0ng(@) =0
glc)

Ademas:

b =@ i) e dx] A wla)=z0 A @la)=0
w(c)

Como beK ~ b=0 ~ Kescuerpo = 3| pr ek
Luego:

oyt L@ W@y f@v@
2@ vi@  g@e@

Luego:
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abl = r(c)
- s(a)

Donde:
rx)=xwx) e dx] A s(x)=g(x).ex)eilx] A s(a)=0
Entonces:
a-bteW —{0
Finalmente, por el teorema 1.2.3.4. se obtiene:
IV es subcuerpo de K

Afirmacion 2: kc IV
En efecto:
Sea ek .

Sean f(x)=z-eidx] ~ g(x)=1=KHx] ,entonces:

==LD ) r). et Ml A gl@) =0
gle)
e
Por lo tanto:
ool [ 4

Afirmacion 3: e e W

En efecto:

Sean fix)=xskx] ~ g(x)=1=Kx], entonces:
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a=2-T9D £ gty Ml A gla@)=0
1 e@

Por lo tanto:
aelW
Afirmacion 4: k(o) W
En efecto:
Sabemos: k(e) = () F ; 3: coleccion de subcuerpos de K que contienena k y @

Faz

De las afirmaciones 1, 2y 3 se tiene que ¥ € 3

Entonces:
key=(|FcW
Faz
Por lo tanto:
o)y W
(D) Sea zelW = = =m D fix),glxye x] ~ gla)=0
gla)

Sea f(x)=ay+apx+...+a,x" ekx]con a &k
Usando hipotesis se tiene:
fla)y=a,+aa+.. +a,c" e ka)
En forma analoga:
gla) e kea)
Como gia)e ko) » gla)=0 ~ kia) es cuerpo, entonces:

3 g7 (@) E ka)

115



Luego:

= =L@ _ ) g @y e k@)
gla)
e ka)
Por lo tanto:
W c k()
Finalmente, de (<) y (=) se obtiene:
Ka)=W

Es decir;
k@ =1 7@ ) 109, ¢y Hxlng(@) = 0}
) J
Proposicion 1.2.5.30.

Zaldivar (1996) mencion0: “Sea « = K algebraico sobre &y sea mix) = Irr(a. k) € kx].

Entonces,
k(o) = { p(e) - p(x) € K{x] A gr(p(x)) < gr(m(x))} ” (p. 58).
Demostracion. Veamos:

(© Sea k@) = F=28 / p(9.409 < HA A a(@) =0
Como g(e) =0, por la proposicion 1.2.5.21. se tiene:

m(x) | q(x)
Entonces:

med (m(x).q(x)) =1
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Como k& es cuerpo, por el teorema 1.2.3.8. se tiene ix] es DIP.

Usando la observacion 1.2.2.38. se tiene:

3 alx),bx)e Hx] / m(x)alx)+g(x)b(x)=1

m(a).alo)+g(a) bla)=1

0.a(e) +g(c) be) =1

gler) bla) =1
Como g(x)e K ~ gla)=0 ~ K escuerpo = 3! LEK
glce)
Luego:
1 1
- b =—11
TR
1
bla)y=——
gler)
Por lo tanto:

p=29 _ pe) ba)
g(or)
Sea hix)=p(x)b(x)ex]/ B=ha)
Ahora, analicemos el grado de #(x)
gr((x)) < grim(x)) v gr(h(x))z grim(x))
Sit gr(h(x)) < grim(x))
Juntando los resultados, se tiene:

B=h(e) [ h(x)e x] ~ gr(h(x)) < gr(m(x))

Be{p(@)/ p(x)e ] gr(p(x)) < gr(m(x))}
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Asi se obtiene:
k(ee) < { pler) | p(x) € Hx] A gr(p(x)) < gr(m(x))}
Sit gr(h(x)) = grim(x))
Por el algoritmo de la division, se tiene:
3 g(x).r(x) € kx] / h(x) =m(x).q(x) +r(x)
Donde: r(x)=0 v gr(r(x)) < gr(m(x))
Luego:
h(ee) = m(a).q(e) +r(a)
h(er) =0.q(c) +r(a)
(e =r(a)
B=r(a)
Afirmacion: »{x) =0
En efecto:
Supongamos que r(x) =10, ademas se tiene: »{a) = 3, entonces:
£=0

Asi se obtiene:

k(e c {0}
Por otro lado, se sabe #(a) es subcuerpo de £ = 0¢e k(e , luego:

{0} c Ke)
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Entonces:
k() = {0} (=< (Pues {0} no es cuerpo)
Por lo tanto:
r(x)#0 = gr(r(x) < grim(x))
Juntando los resultados, se tiene:
B=r(a) I r(x)ekx] A gr(r(x)) < grim(x))
Be {p(e)! p(x) e Hx] A gr(p(x) < gr(m(x))}
Asi se obtiene:
k(er) = { p(er) | p(x) € Hx] A gr(p(x)) < gr(m(x))}

(2) Sea we {p(a} { p(x) e x| A gri{p(x)) < g?(m(x}}} , entonces:

pla)
1

w= I p(x)e Mx] ~ gr(p(x)) < gr(m(x))

Sea g(a)=1, donde: g{x)e ix]

Luego:

pla)
g( )

w= I p(x).q(x)e x] ~ gla)=0

we kl(a)

Por lo tanto:
1p(a)! p(x) € Hx]Agr(p(x)) < gr(m(x))} < k(a)
Finalmente, de (<} y (=) se obtiene:

k(o) ={p(a) ! p(x) € Axl A gr(p() < g (m())}
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Observacion 1.2.5.31. Sea L/ k una extension de cuerpoy o e L.

Diferenciemos las siguientes expresiones:

ka] es el subanillo mas pequefio de L que contienea ky o

k() es el subcuerpo mas pequefio de L que contienea ky a

Proposicion 1.2.5.32.

Lang (1971) menciond: “Si & es algebraico sobre & , se verifica que k(c) = Healy ko)

es finito sobre k. El grado [&({e): &] es igual al grado de Frr(ex, &, X)) (p. 193).

Demostracion. Vamos a demostrar que: (e} = A ]

Sea m(x)y=Im{a. k. X)

Sea fia) e kla] tal que £(a) =0, por la proposicion 1.2.5.21. se tiene:

m(x) | S(x)

Entonces:

med (m(x), f(x)) =1

Como & es cuerpo, por el teorema 1.2.3.8. se tiene que:

i x] esun DIP

Por la observacion 1.2.2.38. se tiene que:

3 g(x).h(x) e kx] / g(x)-m(x) +h(x)- f(x) =1

Como: mix) =Irr(a. k,x) entonces m(a) =0
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Reemplazando:

g(a)-0+h(a)- fla)=1

h(ce)- f(e) =1
Ordenando:
flayekrea]l A fla)=0 = 3l Aa) exal / fla) -h(a)=1=ha)- fla)

Obtenemos:

Sf(a)esinvertible en dea]
Por lo tanto:

K] es un cuerpo

Hemos obtenido que &[] es el subcuerpo més pequefio de L que contienea ky e ,

finalmente:

k(o) = K ex]
Ahora, demostraremos que k(e)/ k es finito
En efecto:
Sea m(x)e kx] con deg m(x)=d ~ a=z0el
Afirmacion 1: [La:a::...a‘""l} genera ifc]
En efecto:

() Sea f(a) e ka] tal que f(e)=0,donde £(x)e kx]
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Por la proposicién 1.2.5.21. se tiene que m(x) + f(x) entonces existen g(x).r{x) & kix] tal

que
J(x)=m(x)-q(x) +r(x)
Donde: »(x)=0 v degr(x) <deg m(x) =d
Si x=a , entonces:
S (e) =mia)-qle) +r(a)
Como mi(x)=Irr{a, k. X) e ] , entonces:
S(e)=0-gla)+r(a)
Sfla)=r(a)

x)y==z,+z a+:1a1+...+:_£zd_1;pa.ra. algun z. ek, i=0,....d-1
0TI 2 a-1 i

Ffla)e L-[Zl:a:a:_...:a‘""'l}

Por lo tanto:

Halc L[Il:a:a::...:a‘""'l}
(o) Sea zeL{lea’,....a™}
Entonces, existen c,.c;.....c,_; € k tal que
I=cytod+t r:a': +...+ rﬁ_la‘f—l € K]
zeika]

Por lo tanto:



De (c)y (=) se tiene:

Ft[a]:ﬁ-[l=a=a:=...=r:z‘""‘l}
Afirmacion 2: [La:a::...a‘""l} es L.l sobre &
En efecto:

Supongamos que [La: o, a‘""l} es L.D sobre & , entonces existen ¢,.c;.....c. €k

(no todos ceros) tal que
cotegtea’ + oo’ =0
Entonces:
Sg(x) € Hx] (nonulo) con deg g(x)=d -1/ g(a) =0 (1.39)
Por otro lado, tenemos:
m(x) = Frr(e. k.x) con deg m(x) =d = m(a) =0 (1.40)
De (1.39) y (1.40), usando la proposicién 1.2.5.21. se obtiene:
m(x) | g(x)
Entonces:
deg g(x) = degm(x) (=<)
Por lo tanto:
[lzaza:,..a‘""l} es L.l sobre k&
De Afirmacion 1y 2:
{La.o.... ™"} esunabase de i{a]
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Entonces:
dim Ma]l=d <>
Luego:
k[er]/ & es finito
Por lo tanto:
k(a)/ Kk es finito
Por otro lado:
[K(c): K] =dimk{c)=d A degIrr{e.k,x)=degm(x)=d
Se concluye:
[Ace): k] =deg (o, k. x)
Ejemplo 1.2.5.33. Veamos como se cumple la proposicion 1.2.5.32.
Tenemos +f2 € ((~/2) es algebraico sobre ) y de hecho:
m(x) = Fr(y2.0.x) =3 -2 e Q[x]
Ademas, por la proposicion 1.2.5.30. se tiene:

D ={P(2)/ p() € ANl A2 (p() < ()
LD ={p(2)/ P € U A 2 (p() <2

0G2) = {a+ b2 labe *1}
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Se puede ver que {lﬁ} es una base de (+2) = [(2)- 0]=2
Se concluye:

[Q(2): Ql=deg I (/2.0 )
Definicion 1.2.5.34.

Lang (1971) menciono: “Sean E , F extensiones de un cuerpo & . Si E y F estan
contenidos en algun cuerpo L , denotaremos por EF el minimo subcuerpo de L que

contienea E ya F,y que llamaremos el compuestode E y F,en L ” (p. 194).

Ejemplo 1.2.5.35. Veamos que la composicion de los cuerpos :j._.(ﬁj} y :;(%E) es el
cuerpo :;(:‘ﬁ) .
Demostracion. Tenemos:

Q(ﬁ} es el menor subcuerpo de L que contienea @'y ~2

0(3f2) es el menor subcuerpo de L que contienea @'y 3/2

0(§2) es el menor subcuerpo de 7 que contienea 'y §2

Ahora, demostremos que Q(ﬁ)y J;(%E) estan incluidos en :;(;‘]E) .

a. Seaze(Q(2) = z=a+b2,paraalgin a.be Q

Luego:

c=a+by2=a+5(§2)° e §)
Por lo tanto:

Q&2 c )

b. Sea - ¢ \’;({E} = -=a+bif2, para algun a.b e
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Luego:

-=a+bifl2=a+b§2) e

Por lo tanto:
@ cE)
Entonces:
0(2) y ©(Ef2) estén incluidos en 0ER)
Finalmente:
La composicion de los cuerpos Q(+f2) y ©(32) esel cuerpo ©($2) 0

Observacion 1.2.5.36.

Lang (1971) menciono: “Si £, F no se dan como sumergidos en un cuerpo comdn L, no es

posible definir el compuesto” (p. 194).

Observacion 1.2.5.37. Sea L/ k una extension de cuerpos y sean ;. a, =L

(no necesariamente algebraicos), entonces:

Flag. o) = (Flay)a, ) =(F e, )Near)

Demostracion. Se puede ver por la proposicion 1.2.5.29. que:

Floy.o) :-{% [ p(x.%5). (0.5 ) € Hx.x] Agleg o) # U}
1:L6

NICICHEN

Flay.op) = M (0 )(20). (g(x))x) € K. x] Algeg))e,) = U}

| (ale))e)
Flay,a,)=(F(a )Xe)

De manera analoga se demuestra que:

126



F(ay,a,)=(Fla,)Na)

Por lo tanto:

F(eg, a,) = (F(ag )ty ) = (Flag )N a) -

De forma anéloga a la construccién anterior de la extension simple &(z)/ &, podemos
construir para o, a,,....a, € E, entonces podemos generalizar como menciona la siguiente

definicion.

Definicion 1.2.5.38.

Lang (1971) menciono: “Sea & un subcuerpode E |y «.....a, , elementos de E .

Representaremos por

el subcuerpo mas pequefio de E que contienea k ya ..... o, .

Sus elementos son todos los cocientes

donde f. g son polinomios en # variables con coeficientes en & , siendo g{«;.....a, ) =07

(p. 194).

Definicion 1.2.5.39.

Lang (1971) menciono: “Podriamos definir el compuesto de una subfamilia arbitraria de
subcuerpos de un cuerpo L como el menor subcuerpo que contiene a todos los cuerpos de la

familia” (p. 194).
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Definicion 1.2.5.40.

Lang (1971) mencioné: “Diremos que E es de generacion finita sobre k& si hay una familia

finita de elementos «.....a, de E tal que

E=ke....a)” (pp. 194-195)

Observacion 1.2.5.41. E es la composicion de todos estos subcuerpos finitamente

generados sobre i, graficamente:

E=ko.a,.....a,)

/ T AN

E = Kay) Ey=k(eg.cq) ... E  =ko.a.....q,)

Proposicion 1.2.5.42.

Lang (1971) menciond: “Si E es una extension finitade & , E es de generacion finita”

(p. 195).

Demostracion. Como E / & es una extension finita por el corolario 1.2.5.25. se tiene

que E/k esalgebraico.

Si E =k por la observacion 1.2.5.5. nos dice que [E:k]=1, entonces:

E(1)= K1) es el minimo subcuerpode E y E < E(])

Luego:

E=EQD

Por lo tanto:

E=KD
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y queda demostrado.
Si E =k, existe ¢ £ E—k, por la proposicion 1.2.5.32. se tiene
[Heg): k]l=deg (e k. x) =1

Pues si el polinomio (e . k, x) = x — og fuera lineal entonces ¢ € & Yy esto seria una

contradiccioén.

Si k(ey)= E queda demostrado. En caso contrario, &{a;) = E , existe o, € E—k(a,), por el

teorema 1.2.5.6. se tiene
[k(ey.a)): K] = [e(e. ) - k(e [k(ey) - K]
Usando la observacion 1.2.5.37. y la proposicion 1.2.5.32. se tiene
[k(a.0): k()] =[k(e ) a) - k(ey)] = deg Irr(aty. k(cg).x) > 1

Pues si el polinomio Irr(et, . A{ey).x)) = x— e, fuera lineal entonces o, € k() y esto seria

una contradiccion.
Luego:
[*(og.on): k] =[h(ey. o) - klog )] [&(ey) - k] = 2

Continuando este proceso, Yy teniendo en cuenta que [E : k] <= , se tendrd un namero finito

de pasos, encontrando asi ;. ct,..... ¢, € E tal que
E=ka.o,.....a,)
Por lo tanto:

E ! k es finitamente generado L
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Observacion 1.2.5.43.

Lang (1971) mencioné: “Si E = ke, ....a,) es de generacion finita, y F es una extension

de k, estando F y E contenidos en L,

y EF es de generacion finita sobre F ” (p. 195).

Demostracion. Como EF es el minimo subcuerpo de L ~ E_ F C EF , entonces:

EF =min{H — L/ H es subcuerpo de LAE FC H}

Como EF es el minimo subcuerpo de L entonces EF — L , ademas E /& es de generacion

finita, entonces:

Jda.o.....a,ekla.a,.....a,)=ECH

Luego:

EF =min{H c L/ H essubcuerpo deL AF CcH Aay,...a, €H}

EF: F{al:arj:' -3 ﬂ':,:,:'

Observacion 1.2.5.44.

Lang (1971) menciono: “Sea una torre de cuerpos

cada uno engendrado a partir del precedente por un solo elemento” (p. 195).
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Proposicion 1.2.5.45.

Lang (1971) mencioné: “Si E = k(. ....a,) es una extension de generacion finita de un

cuerpo k,y . esalgebraico sobre & paracada i=1.....n. E es finito y algebraico

sobre &7 (p. 196).
Demostracion. Sea la torre de cuerpos:
kCc ko) C k(o o) S k(og.on.05)C . C Ry .on.05. ... &)
Por la proposicion 1.2.5.32. y de la observacion 1.2.5.37. se tiene:
k(ey) !/ K es finito
k(. 00) | key) = (k(ey))(ew) | key) es finito

fe(a. 0. 0) | oy 0y) = (e 0n))e) | (oy o) es finito

og.ay. 0.0 Kooy, ... o, ) es finito
Por el corolario 1.2.5.9. se tiene:
k(o a.....a,) / k esfinito
E |k es finito
Finalmente, por el corolario 1.2.5.25. se concluye que:

E | k es algebraico
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Teorema 1.2.5.46.

Herstein (1970) menciono: “Si L es una extension algebraica de K y si K es una extension

algebraica de F , entonces L es una extension algebraica de F” (p. 204).

Demostracion. Tenemos:

L/K ~ K/F sonextensiones algebraicas

Seaae Ll ~ L/K esalgebraico entonces satisface la ecuacion:

a+aax+.. +aa,=0

Con g, £ K (no todos ceros), i=0.1.....n

Sea K, =Fl(a,.a,.....a,) Y a,€ K son algebraicos sobre F .

Por la proposicién 1.2.5.45. se tiene:

K,/ F esfinito

Ademas a, = K, con i=0.1.....n entonces de (1.41) se tiene que:

o es algebraico sobre K,

De la torre de cuerpos:

FCK,=F(a.a,.....a) C K, (a)

De la proposicion 1.2.5.32. se tiene que:

K, (a)/! K, es finito

Como K,(a)/ K, y K,/ F son finitos, por el corolario 1.2.5.7. se tiene:

K, (a)! F es finito
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Por el corolario 1.2.5.25. se tiene:

K, (a)/ F es algebraico

Como @ € K, () entonces:

a es algebraico sobre F

Por lo tanto:

L/ F es algebraico

Definicion 1.2.5.47.

Lang (1971) menciond: “Diremos que un cuerpo L es algebraicamente cerrado si todo

polinomio de I[.X], degrado =1, tiene unaraizen L ” (p. 201).

Observacion 1.2.5.48.

Lang (1971) menciond: “Observemos que, si L s un cuerpo algebraicamente cerrado,

y fEL[X] esdegrado =1, existen ce L y @....., € L tales que

FXN) =c(X—a).. (X—a,)” (p. 202).

Demostracion. Sea f(X)e L[X] con deg f(X)=nz1
Como L es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces (X)) tiene unaraiz e;en L, asi

que existe g(A) e L[X] con deg g(X)=n—1tal que

FX)=(X~a)eg(X)

Como g(X) e L[X] con deg g(X)=n—1y L esun cuerpo algebraicamente cerrado,
entonces g(X") tiene unaraiz «, en L , asi que existe i(X) € L[.X] con deg h{( X)) =n—2

tal que
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g(X) =(X —a)h(X)
Reemplazando, se tiene:
SX) = (X =o)X —e)h(X)

El razonamiento se puede repetir por induccién y esto acabara cuando el polinomio es

constante, es decir, cuando exista c e L y &, c,.... e, € L tal que:
fX) =X -a). (X -a,) L
Teorema 1.2.5.49.

Lang (1971) menciono: “Sea k& un cuerpo. Existe un cuerpo L algebraicamente cerrado que

contiene a & como subcuerpo” (p. 201).
Demostracion. Sea & un cuerpo.

Sea f = f(x) € & x] un polinomio no constante irreducible, denotemos x, una indeterminada

y consideremos el anillo de polinomios if....x,....] generado sobre k por las variables x,.
En este anillo de polinomios consideremos el ideal I generado por los polinomios f(x ).
Afirmacion 1: El ideal I=<f(x;)>es propio, donde: f(x,)= Lﬁ(m}),..:up‘;(x;ﬂ__ )}
En efecto:
Supongamos que el ideal 7 =< f(x,)> no es propio, entonces:

< f(xp)>=ki....x,... ]

Entonces:

le< f(x;) =
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Luego:
d g e Ft[...g.‘uf,..] con i=12... ..n/ Zgl_-j;(l:ﬂ}:l
fml
Para i=1,2.....n sea x, =x, Y sean x.....x, las variables que faltan en los polinomios
g;. 7=11.....n. Entonces:
n
2 g0 x. %, fi(x) =1
fml
g100. 3. . %, )- A0+ 4 g, (0. 0. x,) - () =1
Sea F/ k una extension finita que contiene unaraiz «; de f(x,) para i=12.....n.
Reemplazando x, =a,. i=1.2.....n ysea x,,=...=x, =0, se tiene:
&(@. ... @) () + .o+ 2,(. G ty)- fr(2) =1
g@.a.....a,) 0+ +g,(c.0....c,)-0=1

0=1 (=)
Por lo tanto:
I =< f(x,) > es un ideal propio

Dado que el anillo Af....x,....] presentaidentidady el ideal I =< f{(x,}> es propio
de &[....x,....], por la proposicion 1.2.2.27. I es contenido en un ideal maximal =, por la

proposicion 1.2.3.6. se tiene:

3= Aoy ] (cuerpo)
m
Asi obtenemos la aplicacién canonica:
M x..
J:F\:[....L:...]—}rt[ -]
’ m
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Usaremos la restriccionen & :

i

L,/ k es una extension de cuerpo

Como f(x,)eIcm,deformaanaloga al teorema 1.2.5.15. (afirmacion 5) se tiene

que cada f tienenunaraizen L, .

Ahora, si cada uno de los polinomios f'€ L[....x,....], por el corolario 1.2.5.17. existe una

extension L, / L, en la que cada polinomio f tiene unaraizen L, .
Continuando asi, obtenemos una torre de cuerpos:

k=LycLcLc.cLcl,c. (1.42)

n
u o

Donde cada polinomio con coeficientes en L_tiene unaraizen L. . 7;=0,1,...

Sea L=| )L, donde: L, son cuerpos.

Tl

Afirmacion 2: L es un cuerpo
En efecto:

Sean x.ye L=|_JL, ,entonces x.y e L, ; paraalgin i=0,12,. .

oy
e

Se puede tomar la suma x+y o0 el producto xy en L., esto es independiente de la eleccion

de 7 tal que x.y € L., y define una estructura de cuerpo sobre L .
Por lo tanto:

L=[JL. esun cuerpo que contiene a &

o
e
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Afirmacién 3: L es algebraicamente cerrado

En efecto:

Sea f(x)el[x] = J a, €L/ fix)= i“ﬁ x' e L[x]
k=0

Entonces:
a, € DL.-' V=01 _.n
fuml)
Luego:
a, €L, ,paraalgin i=0.12.
Entonces:

Ff(x)e L[x], paraalgin i =0.1,...
Por el corolario 1.2.5.16. se tiene:
S(x)tieneunaraizen L, paraalgun i =0.1,_.

Luego:

f(x) tiene una raiz en OLI_.

fel

Asi se obtiene:

Fi(x) tieneunaraizen L

Por lo tanto:

L es algebraicamente cerrado
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Observacion 1.2.5.50. Sea E el cuerpo de los reales. Usando el teorema 1.2.5.49. nos
garantiza la existencia de un cuerpo, en este caso los complejos T que es algebraicamente

cerrado y que contiene a F, esto es llamado el “Teorema Fundamental del Algebra”.
La demostracion formal del Teorema Fundamental del Algebra se puede ver en: [7] p. 357
Corolario 1.2.5.51.

Lang (1971) menciond: “Sea k& un cuerpo. Existe una extensién & que es algebraica sobre &

y algebraicamente cerrada” (p. 202).
Demostracion. Sea i un cuerpo.

Por el Teorema 1.2.5.49. existe un cuerpo L algebraicamente cerrado que contiene a & como

subcuerpo.

De la construccion (1.42) del teorema 1.2.5.49. se tiene:
k=Ll,clclLc.cl,c...

Con L. subextensiones de L que son algebraicas sobre &; vi=0,12,. ..

Definamos: E:QLI_. (Cuerpo)

Afirmacion 1: k/k es algebraico

En efecto:

Sea - i, entonces:

zelJL, = zeL ;paraalgin i=01, _

Como L,/ k esalgebraico ¥ i=0,L..., entonces:

= es algebraica sobre &
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Por lo tanto:

k! k es algebraico
Afirmacion 2: k es algebraicamente cerrado
En efecto:

Si k es cuerpoy f(x)e kx] congrado n =1, por el corolario 1.2.5.16. se tiene que existe

una extensién L/k tal que #(x) tiene unaraizen L .
Entonces:
Jael ) flo)=0
Es decir:
a es algebraico sobre k
De la afirmacion 1, se tiene:
k! k es algebraico
Usando el teorema 1.2.5.46. se tiene:
¢ es algebraico sobre &
Ordenando, tenemos que @ L ~ a es algebraico sobre & , entonces:
ae L ,paraalgin i =01, ...
Luego:
aek

Por lo tanto:

139



k es algebraicamente cerrada L
Definicion 1.2.5.52.

Zaldivar (1996) menciono: “Sea & un campo. Una cerradura algebraica de & es una

extension L/k tal que

0) L/ k es algebraica.
(i) L es algebraicamente cerrado” (p. 72).

Ejemplo 1.2.5.53.

Zaldivar (1996) mencion6: “Como T es algebraicamente cerradoy (C/ R es finita, entonces
T es una cerradura algebraica de E.

Notese que T no es una cerradura algebraica de { yaque C/{J no es algebraica” (p. 72).
Definicion 1.2.5.54.

Herstein (1970) menciono: “Si f(x) € F1x], una extension finita E de F se dice que es un
campo de descomposicion de f(x) sobre F si f{x) puede ser descompuesto en un producto
de factores lineales sobre E (es decir, en E[x]), pero no en ningun subcampo propio de E”

(p. 214).

Ejemplo 1.2.5.55. Veamos los siguientes ejemplos que nos haran entender la relacion entre el

cuerpo de descomposicién y las raices:

a. El cuerpo de descomposicién para p(x) =x" —2 e Q[x] es el cuerpo TQ(~f2), pues las
dos raices son {2 . —f2 € Q(+/2) , pero vemos que no se puede descomponer en .
b. El cuerpo de descomposicion para g(x) =(x" —2}x" —3) e Q[x] es el cuerpo

(~f2.+/3) generado sobre @ por .f2 y A3 , pues las raices del polinomio son
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+.2 v +.f3 , pero vemos que no se puede descomponer en (+f2) nien QG3) .

Definicion 1.2.5.56.

Zaldivar (1996) mencioné: “Un polinomio irreducible f{x) € &[x] se llama separable
sobre k& si no tiene raices multiples (en su campo de descomposicion). Un polinomio

irreducible f(x) € &[x] se llama inseparable (sobre k) si no es separable” (p. 98).
Definicion 1.2.5.57.

Zaldivar (1996) mencioné: “Si L/ k es una extension, un elemento « € L algebraico

sobre i , se llama separable sobre &, si I (. k) € i x] es separable” (p. 101).
Definicién 1.2.5.58.

Zaldivar (1996) menciono: “Una extension algebraica L/ k es separable sitodo o £ L es

separable sobre & (p. 101).
Proposicion 1.2.5.59.

Zaldivar (1996) mencioné: “Sea L/k una extension algebraica separable. Si k— M — L es
un campo intermedio, entonces las subextensiones L/ M y M/ k también son separables”

(p. 101).

Demostracion. Demostremos por medio de afirmaciones:
Afirmacion 1: M/ k es separable.

En efecto:

Sea e ML ~ L/k esseparable, entonces:

o es separable sobre &
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Por lo tanto:

M/ k es separable

Afirmacion 2: L/ M es separable.

En efecto:

Sea a = L un elemento arbitrario, y sean m (x) =Irr(a. k. x) e kx] y

my, ()= Dhr(a, M. x) e M[x] .

En MT[x], usando la proposicion 1.2.5.21. se tiene:

My () | 1 (%)

Como el ~ L/k esseparable = ¢« esseparable sobre &

Entonces:

m,(x) es separable sobre i«

Es decir:

m, (x) no tiene raices multiples

Como m,(x) es un factor de m_(x) , de (1.43)y (1.44) se obtiene:

m,(x) no tiene raices maltiples

Es decir:

Irr(ce. M%) no tiene raices multiples

Entonces:

¢ €s separable sobre M
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Por lo tanto:
L/ M esseparable L
Definicion 1.2.5.60.
Zaldivar (1996) menciono: “Si f(x)=a, +ax+... +a,x" € k[x] , su derivada es el polinomio
f (X =a+2ax+ _+nax""ekx]" (p. 99).
Lema 1.2.5.61.

Zaldivar (1996) mencioné: “Sea & un campo. Un polinomio f(x) € &[x] no cero, tiene una
raiz maltiple (en un campo de descomposicién) siy sélosi £y £ tienen un factor de

grado =1 en ix]” (p. 99).
Demostracion. (Ver demostracion en [5], p. 547) 0
Corolario 1.2.5.62.

Dummit D. y Foote R. (2004) mencionaron: “Every irreducible polynomial over a field of
characteristic O (for example, ) is separable. A polynomial over such a field is separable if

and only if it is the product of distinct irreducible polynomials” (p. 547).
Demostracion. (Ver demostracion en [5], pp. 547-548) [l

Observacion 1.2.5.63. El corolario 1.2.5.62. nos garantiza que alguna extension finita de
es separable ya que todo polinomio irreducible en CJ[x] es separable y por medio de los
cuerpos intermedios, por la proposicion 1.2.5.59. nos garantiza que existen subextensiones

separables.

143



CAPITULO 2

MATERIALES Y METODOS

Materiales:

1. Libros

2. Papers

3. Copias de articulos
4. Utiles de escritorio
5. Computadora

6. Impresora

7. Programa Word

Meétodos:

El presente trabajo corresponde a un tipo de “Investigacién Bésica”, ya que profundizamos
los conocimientos ya existidos en la realidad y de esta forma se construye un mayor

conocimiento.

El procedimiento de este trabajo de investigacion fue en primer lugar recopilar toda la
informacion necesaria en los libros y papers para asi después empezar a revisar y armar el

trabajo.

A continuacion se separaréa este trabajo en 3 capitulos para asi tener una secuencia correcta,
de esta forma se podra avanzar de forma ordenada y exponer ante mi asesor los primeros

capitulos hasta concluirlo.

Después de haber expuesto y en conforme con mi asesor seguira el tipeo de todo el contenido

del trabajo de tesis. Finalmente se imprimira el trabajo de tesis completo y ordenado.
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CAPITULO 3

RESULTADOS

La Teoria de Galois lleva su nombre en honor a Evariste Galois (1811-1832) que a pesar de
fallecer antes de cumplir 21 afios y de no ser reconocido en su época, fue quien dio respuesta
al problema de la solubilidad de ecuaciones algebraicas por medio de radicales y de paso cre6

una de las mas hermosas teorias algebraicas.

En este capitulo presentaremos los elementos de la Teoria de Galois, las demostraciones del
Teorema Fundamental de las Funciones Racionales Simétricas y del Teorema Fundamental

de Galois y finalmente la demostracion del Teorema de Artin.

3.1. Teoriade Galois
3.1.1. Grupo de Automorfismos y el Cuerpo Fijo

Definicion 3.1.1.1.

Herstein (1970) menciond:

Sea K un campo y sea F un subcampo de X . Entonces el grupo de automorfismos de K
relativos a F, que representaremos por G{ K, F) , es el conjunto de todos los
automorfismos de K que dejan fijos todos los elementos de F; es decir, el

automorfismo & de K estden G(K_ F)siysolosi o(a)=a paratodo = F . (p. 231)

Lema 3.1.1.2.

Herstein (1970) menciono: “ G{ K, F)es un subgrupo del grupo de todos los automorfismos

de K (p.231).

Demostracion. Veamos:

a. Por la definicion 3.1.1.1. se tiene (K. F)C Aut(K)
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b. Sean automorfismos o, Te G(K. F) » 120 = 0,71 Aut(K) /

glx)=xVxe Farlx)=x;VxeF (3.1)
Como T Aut(K) » 120 = 3 1€ Aur(K)
Luego:
oot € Aut(K)
De (3.1) se tiene:
M(X=x = TN =1"(x) = N =1"(%)
=id(xX)=1"(x) = x=1"(x) = " eGHK.F)
Ademas, paratodo xF se cumple:
(Gt =0 () =00 =x
Entonces:
o7 e HK.F)
Por lo tanto, por el lema 1.2.1.4. se tiene:
G(K.F) esunsubgrupo del grupo (Aut(K),<) m
Definicion 3.1.1.3.

Herstein (1970) mencioné: “Si & es un grupo de automorfismos de K, entonces el campo
fijo de G es el conjunto de todos los elementos a = K tales que o(a)=a paratodo oG~

(p. 230).

La notacion que usaremos para el cuerpo fijo (campo fijo), segun el contexto de Herstein,
sera: K

146



Lema3.1.1.4.

Herstein (1970) mencion6: “El campo fijo de & es un subcampo de K ” (p. 230).
Demostracion.

Por la definicion 3.1.1.3. se tiene K, c K

a. Sean a.be K. | setiene:
abek /aglal=a » gb)=b, Vol
Por la definicién de homomorfismo, se tiene:

a-beK | ola-b)=a(a)—c(B)=a—b

a—-be K

b. Sean a,be K; —{0} = a.be K, setiene:

abekK agla)=a ~ aglb)=b, Voei

Como be K = 3! b & K luego por la definicién de homomorfismo, se tiene:

a-brek /ala-b N =a(a)-c(®d™)
Por el teorema 1.2.3.12. (parte 2) se tiene:
ola-b N =ala)- (o) =a-b™
abte K, —{0}
Por lo tanto, del teorema 1.2.3.4. se obtiene:

K, esunsubcampo de K
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Observacion 3.1.1.5. Veamos un ejemplo para entender estas definiciones:

Sea L el cuerpo de los niUmeros complejos y sea k el cuerpo de los nimeros reales. VVeamos

quien es G{L k) .
Si g€ G(L.k) esun automorfismo cualquiera que vade L en L, se puede ver:
(@) = o())-o(i) =0y = a(-1) =—o(1)
Por el teorema 1.2.3.12. (parte 2) se tiene:
(o) =-1
o(i)==1i (3.2)

Si ademas, o deja fijos a todos los reales, entonces para cualquier a+bi = L donde a.bek

se tiene que:
agla+bi) = gla)+ a(b)a(i)

Usando (3.2) se tiene:

agla+bi)=azthi
Asi obtenemos los siguientes automorfismos de L :

gla+bi)=a+bi

o,(a+bi)=a—bi
Se puede ver que & es el automorfismo identidad y o, es la conjugacion compleja.
Por lo tanto:

G(L.k)={0,.a;} esun grupo de orden 2
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Ahora, veamos quien es el cuerpo fijo de Gi{L.k)
Afirmacion 1: k< Ly, 5

En efecto:

Sean zek ~ oeG(L k), entonces:

o:L — L (Automorfismo) / gi{z)=z; Vzek

Luego:
zel/oiz)=z, VoeG(L k)
Entonces:
z€ Ly,
Por lo tanto:
kc Ly,

Afirmacion2: L., .. ck
Sea z=a+bieLy;,, con a.bek,entonces:

zellz=0,(z). o, G(L.k)

a+bi=c,(a+bi)

Luego:
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Entonces:
z=a+bi=ack
Por lo tanto:
LopnCk
Finalmente, de las afirmaciones 1y 2 se obtiene:
LG:I.:'{} =k o

Teorema 3.1.1.6.

Herstein (1970) menciono: “Si K es un campoy si @,.....d,, son distintos automorfismos

de K, entonces es imposible encontrar elementos 4.....a, , no todos 0, en K, tales

que e (u)+a,0;(x)+...+a,0,(u)=0 paratodo ue K ” (p. 229).

Demostracion. Supongamos que pudiéramos encontrar un conjunto de elementos a,.a,.....a,

en K, no todos ceros, tales que:
a o (u)+a,0,(u)+.. . +a,0,(u)=0; Vuek

Entonces podriamos encontrar una relacion tal que tuviera tan pocos términos como fuera

posible; renumerando, si fuera preciso, podemos suponer que esta relacion minima es:
a0, (1) + a,0,(e) +...+ a,0, (1) =0 (3.3)
Donde: a,.a,.....a, son todos diferentes de 0.
Si u=0, entonces:
o) =0,(u)=...=0g,(u) (=)

Pues: 7,.@,.....d, son distintos automorfismos de &
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Si u =0, analizemos los siguientes casos:
Para m =1 entonces:
a, - G,(u) =0 (3.4)
Si oy(u) = 0, entonces en (3.4)
a-0y(u)- 07 (W)=0-07
a=0 (=)
Si a,(u) =0,y por ser a; homomorfismo de cuerpos, se tiene:
oy(u) =a,(0)
Pero &, es inyectiva, entonces:
u=0 (=)
Para m =1 entonces:
Como los automorfismos son distintos hay un elemento ¢ € K tal que
ay(c) # g,,(c) (3.3)
Como cu e K ,vu K, larelacion (3.3) debe también verificarse para cu, es decir:
a G (cu) + a0y (cu)+... +a, 0, (cu) =0:Vuec K (3.6)
Usando la hipotesis de que las & son automorfismos de K, esta relacion (3.6) toma la forma:
a,y (c)oy (u) +a,0,(c)o, () +... +a,0,(c)o,, (1) =0 (3.7)
Luego, multiplicando la relacion (3.3) por a;(c}

a, G (e)o, (u) +a,0y(c)a,(u) +... +a,6,(c)o, (1) =0 (3.8)
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Restando (3.7) y (3.8) entonces:
a,(o,(c)—a(cho(u)+... +a, (0, (c)—alc)a, (w)=0

Haremos que: . = a(c.(c)—cy(cH el para i=23,_...m
Por otro lado:

b.=a(c(c)—c(cN=0,para i=23.  m
Pues de (3.5): g, (c)—ay(c)=0 con m=1y a, =0
Asi, reemplazando obtenemos:

b, () + b0 (W) + .. +b,0, (W) =0; Vuz0eK (=)

Se obtiene una contradiccion pues esto produce una relacion mas corta, en contra de la

eleccion que hicimos.
Teorema 3.1.1.7.

Herstein (1970) mencioné: “Si K es una extension finita de F , entonces G(K.F) es un

grupo finito y su orden, «(G(K. F)), satisface «(G(K, F))<[K:F]” (p. 232).
Demostracion. Sea [K: Fl=#n Yy {u;.u,.....u,} esunabase de X sobre F .

Supongamos que =(G (K, F)) =[K : F] es decir, podemos encontrar »+1 automorfismos

distintos ¢,.0,.....0,, e GIK.F)

De acuerdo con el corolario del teorema de las ecuaciones lineales homogéneas
(ver demostracion en [9], p. 177), el sistema de n ecuaciones lineales homogéneas en

las m+1 incognitas 2x.%..... %, :
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Ty g + 0y (1 ) +.. + G ()%, =0
Oy + 0y (w)x +. + 0, ()%, =0

l“:’:'-1(HJ-:}'-""-I + G-:(HH}X.] t...t+ O-rz—l (Hr:)xn—l = D

tiene una solucion no trivial (no todos ceros), entonces:
MEOy, Xy =0, ., X =0, en K
Luego:
ooy (u )+ 00y (u )+ + 00,0 ) =0.¥7=12,.. .n (3.9
Sea re K ycomo {u,u,.....u,| €sunabase de K sobre F, entonces:
J .6 ..., EF [ t=cu +cuy+..+cu,
Entonces:
g.(t)=0,(cue ey, +.. . teu,), ¥V oi=12 . n+l
Como cada uno de los ¢, deja fijo a todo elemento de F, luego:
7,(1) =0,(w) +6,6,(1y) +... + ¢, 0, (w,)
”
g(t) =2 cou;)
J-1
Por otro lado:

n+l
40, (1) + oy 05() +.. +@,,0,., () = 2 ,0,()
il
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n+l R

QG () + a0y () + ..+ &G0 O =2 e ) c;0,(u;)
il

e+l

oGy (1) + o0, () +. + 0,0, (1) = i c,(> oo, (u;))
=

Usando (3.9) se obtiene:

4G D)+ 20 (D .+ 8,0 (D) =3, 0)
p=

oG (1) + ooy (D) +. .. + 06,0, (1) =0

Asi, obtenemos:

ooy (F)+ ooy () +... + 0,0, =0, Ve K (=)
Pero esto contradice al teorema 3.1.1.6. por lo tanto:
{G(K, FY)=[K:F] mi

3.1.2. El Teorema Fundamental de las Funciones Racionales Simeétricas

Las definiciones y resultados ya vistos son importantes para el teorema principal, pero no
basta, en esta parte haremos actuar el grupo 5, sobre un cuerpo, construir las funciones
simétricas elementales, demostrar unos resultados, y por ultimo demostrar el Teorema

Fundamental de las Funciones Racionales Simétricas.
Observacion 3.1.2.1.
Herstein (1970) menciond:

Sea S, el grupo simétrico de grado n considerado como si actuara sobre el

conjunto [L.2,....xn];para g5, € i unenterocon 1=i<=n,sea (i) laimagen de i

bajo ¢ . Podemos hacer actuar a S, sobre F(x.....x,) en la siguiente forma: para o e S,

y r(x.....x,) € F(x.....x,), definimos la aplicacion que lleva »(x.....x,)

sobre r(x,y.----%,.,y). Representaremos a esta aplicacion de F(x.....x,} sobre si mismo
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también por & . Es obvio que estas aplicaciones definen automorfismos de F(x.....x,) .
(p. 233)
Observacion 3.1.2.2. Debido a la definicion de w se puede ver:
(S,.e) essubgrupo del grupo {Aut(F(x,....x)).%)
Demostracion. Sabemos que (S,.<} Y (Auf( F(x.....x,)).c) Son grupos. Ademas:

Sea o §,, por definicion de v
O € Aut(F(x.....x,))
Entonces:

S, C Aut(F(x..... x 1)

Chiail b

Por lo tanto:

(S,.2) essubgrupo del grupo (Aut(Fix,....x,)).°) O

Observacion 3.1.2.3.

Como S, es subgrupo del grupo Auz(F(x.....x,)) entonces podemos hablar del cuerpo fijo
de S, . Elcuerpofijo F(x.....x); por definicion se tiene a todas las funciones
racionales r»(x.x;.....x,) € F(x.x,.....x,) tales que:

2 =<ty 2=

O(r(an.x.....x, ) =r(x.x.....x,): VOS5,
Por definicion de o se tiene:
?‘(x,:{l:ﬁx,,{]:.:---:-x,:{ﬂ:.} =-?‘(x1=x']=---=x

Herstein (1970) menciono: “Pero estos son precisamente aquellos elementos en F(x. ..., x,)

que se conocen como funciones racionales simétricas. Como son el campo fijo de S, forman
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un subcampo de F(x.....x,) llamado el campo de las funciones racionales simétricas al que

representaremos por 5 (p. 234).
Es decir:

5 =[r(xl=._.=xﬂ)e F(x.....x) .-"r(xl:...=xﬂ}=r(xs{l:l=...=x5{ﬂ:l);":fJE Sﬂ}

F(x.....x,); =5 ~ § essubcuerpode F(x.....x,)
Definicién 3.1.2.4.

Herstein (1970) menciono: “Podemos presentar explicitamente algunas funciones

particularmente sencillas de S construidas con x.....x, conocidas como funciones simétricas

elementales en x;..... x, . Las definimos como sigue:

n
a :x1+x:+._.+xﬂ:Zx:-

f=1

a, =xXx,...X,.

Para n=2.3v4 las escribimos explicitamente a continuacion.
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a =x+x.

a, = xx

i

n=3
a =x+x+ix.
Q) = XX, 252G+ X0
a3 = X%
n=4

a =x+x+xt+x.

€y = 2020 + 2000 T A0 T 00 T X TG .

a

= 22025 + 202050 + 2020620 + XG0

ay = %% " (p- 234).

Observacion 3.1.2.5.

Veamos que:
Para: n=2
% Y x, son las raices de #* —at +a,
Para: n=3
X. % ¥ % son lasraices de £ —at’ +ayt—a;
En general:

. 1
X .... . %, son las raices de " —at™ +...+(-1)"a,
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Proposicion 3.1.2.6.

Dummit D. y Foote R. (2004) mencionaron: “The association of groups to fields and fields to

groups defined above is inclusion reversing, namely

1. if Fc F,c K aretwo subfields of K then 4ut(K/ F,)= Aut( K/ F), and
2. if H =H, < Aut(K) are two subgroups of automorphisms with associated fixed
fields £ and F, , respectively, then F, < F” (p. 560).

Demostracion. Veamos:

1. Sabemos que Aut(K/ F)y Aut(K/ F,) son grupos de automorfismos.
Sea o Aut(K/ F) = o Aut(K) / g(x)=x. Vxe F,
Para todo automorfismo de K que deja fijo £, también deja fijo al subcuerpo F

entonces:
e Aut(K) / g(z)=z;: Vxe K
o Aut(K | E)
Por lo tanto:
Aut(K | E)C Aut(K | F)
Se concluye que
Aut(K | F)) essubgrupo de Aut(K/F)

2. Sabemos que F y F, son cuerpos.
SeazeF, = zeK / o0(z)=z.VoeH,

Pero si cumple para H, también cumple para el subgrupo H, , entonces:

zek /o(z)=z:VoeH,
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Por lo tanto:

Se concluye que

F, es subcuerpo de K O

Teorema 3.1.2.7. (Teorema Fundamental de las Funciones Racionales Simétricas)

Herstein (1970) menciond:

Sea F uncampoy F(x.....x,) el campo de las funciones racionales en x.....x, sobre F .

Supongamos que S es el campo de las funciones racionales simétricas; entonces

1. [F(x.....x,):8]=n!.

2. G(F(x.....x,).5)=45,. el grupo simétrico de grado = .

entonces S =F(a,.....a,).

>

F(x.....x,) esel campo de descomposicion sobre Fia;.....a,) =S del

polinomio #*—at™ +at"* ..+ (-1)"a,. (pp. 235-236)

Demostracion. Demostraremos las siguientes afirmaciones:

Afirmacion 1: 5, © G(F(x.x,.....x,).5)

En efecto:

De la observacion 3.1.2.2. se tiene que S, es subgrupo de Auf(F(x.x.....x,))

Sea oS, = 0 Aur(F(x.%.....x,))

R
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Sea r(x.....x,) €5, por la observacion 3.1.2.3. se tiene:

. ) ES=F(x,....x,);5

Luego:
T Aut(F(x.....x)) /[ alr(x,..x,)=r(x.....x); 7 r(g....x)ES

Asi se obtiene:

Por lo tanto:

S, C GF (4. %, .. %,).5)

Sean a,.a,.....a, lasfunciones simétricas elementales en x.x;

n AR

Afirmacion 2: F(a,.a,.....a,) esun subcuerpo de §

a. Sabemos que Fi(a,.a,,....a,) Y S SONn Cuerpos.
b. Sea r(g.a,.....a,) e F(a.a,.....a,)
Como g.a,.....a, son funciones simétricas elementales, es decir a;.a,.....a,€5 y

Fc S (V¥ p(x) cte essimeétrico), entonces:

_p@.a..a)

rla.a,.....a,)
4. .a,)

Luego:

r(q:a::---:aﬂ}e S

Por lo tanto:
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Fla.a,.....a)C S

Se concluye que:

F(a,.a,.....a,) esun subcuerpo de S

Demostracion parte 1y 3:

Sea p(f) e F(a,.....a,)[t] de grado =, por el teorema 1.2.5.18. obtenemos:

De la afirmacion 2 se tiene:

3 S/F(a,.....a,)

Por el teorema 1.2.5.6. se tiene:

[F(x.....x,): S][S: Fla,.....a,)] =n!

Por otro lado, de la afirmacion 1:

S, © G(F(x.....x,).5)

nl=2(8,) <(G(F(x,.....x,).5))

Ademas, F(x.....x,) ! F(a,.....a,) esfinito, por el corolario 1.2.5.7. F(x.....

y S/F(a.....a,) son finitos.
Por el teorema 3.1.1.7. se tiene:
nl=e(S,)==(G(F(x.....x).SN=[F(x.....x,): 5]
Al <[F(x.....x,): 5]

De (3.10) y (3.11) se obtiene:
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[5:Fla.....a)]l=1 A [F(x.....x,):5]=n!
Por lo tanto, usando la observacién 1.2.5.5. se obtiene:

S=Flay,....a,) ~[F(x,....x,):S5]=n!
Demostracion parte 2:
De la afirmacion 1 se tiene:
S, CG(F(xg.x..... x,).5) {(3.12)

prmaiy

Usando el teorema 3.1.1.7. y la parte 1 se tiene:
nl <o(G(F(x.....x ). SN<[F(x.....x):5]=nl
(G(F(x.....x,). 8)) =n! (3.13)
De (3.12) y (3.13) se concluye:

G(F(x.%.....x,).5) =S5,
Demostracion parte 4:
Sea p(t)=t"—at +at ™ — _+(-1)'a, e F(a,.. ...a)[{
De la observacion 3.1.2.5. se tiene:
X.%.---. X, Son las raices de p(z)
Entonces:
p(®)=(t—%)(t1—x)...(t—x,) € F(%.....x,)[7]

Por lo tanto:

p(t) se descompone en un producto de factores lineales sobre F(x.....x,)
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Por otro lado:

Supongamos que p(f) € Fla,....,a,)[t] puede descomponerse sobre un subcuerpo propio

de F(x,....x,) que contengaa F(a.....a,), entonces:
3H c_ F(x.....x,) (Propio) /F(a,.....a,)C H
FcHnra.a,....a eH

R

Como p(r) puede descomponerse en H[z], entonces:

pB)=0—x)-(t—x). . .t-x)xcHVi=1L2,. .

Entonces de (3.15) y (3.16)

Por lo tanto, de (3.14) y (3.17) se obtiene:

F(x.%,...x)=H (=<

Entonces z(r) no puede descomponerse en ningln subcuerpo propio de F(x,....x,).

Ademas, hemos visto F(x.....x,) / Fia.....a,) es finito.

Finalmente, se concluye:

Fix,....x,) es el cuerpo de descomposicion de p(t) sobre Fia,
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3.1.3. Extension Normal

Definicion 3.1.3.1.

Herstein (1970) menciono: “ K es una extension normal de F si K es una extension finita

de F tal que F esel campo fijode G{K.F)” (p. 236).

Teorema 3.1.3.2.

Herstein (1970) menciond: “Sea K una extension normal de F y sea H un subgrupo

de G(K.F);sea K, ={xe K /o(x)=x paratoda o= H} el campo fijo de A . Entonces:

1. [K:Kgl=c<(H).

2. H=GK.K;)

(En particular, cuando H = G(K.F), [K: F]=<(G(E.F7).)” (p. 236).

Demostracion. Vamos a demostrar que [K : K, ]=<(H) , pero por medio de afirmaciones.

Afirmacion 1: H c G(K.K})

En efecto:

Sea ce HCGK_ F)C Aut(K) = o Aut(K)

Sea xe Ky, = xeK / o(x)=x

Luego:

GeAut(K) l o(x)=x: ¥V xc K,

Asi se obtiene:

ogeG(K.Ky)
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Por lo tanto:
Hc GK.K,)
Afirmacion 2: K/ K, esuna extension finita
En efecto:
Tenemos que H es subgrupo de Gi &, F) entonces:
Hc GK.F)c Aut(L)
Usando la proposicion 3.1.2.6. se tiene:
K r 5y €5 subcuerpo de Ky (3.18)

Por otro lado, K/ F esuna extension normal, entonces:

K/ F esunaextension finitay F=K; (3.19)
Reemplazando (3.19) en (3.18) se tiene:

F essubcuerpo de K, , es decir, 3 K,/ F

Como K/ F esunaextension finitay K/ K, K,/ F son extensiones de cuerpos, por el

corolario 1.2.5.7. se tiene:
KK, esunaextension finita
Afirmacion 3: «(H) =[K:K,]
En efecto:
Como K /K, esunaextension finita, por el teorema 3.1.1.7. se tiene

(G(K.Ky))S[K:Kp] (3.20)
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Ademas, de la afirmacion 1 se tiene:
HcC GK.K)
o(H) ==(G(K.Ky)) (3.21)
Por lo tanto, de (3.20) y (3.21) se tiene:
o(H) <[K: Ky]
Afirmacion 4: «(H)z=[K: K]
En efecto:
Tenemos que K/ K, es una extension finita, por la proposicion 1.2.5.42. se tiene:
K/ K esfinitamente generado
3 ack /| K=K(a)

Como K/ K es finito, por el corolario 1.2.5.25. K/ K es algebraico, entonces:

a € K es algebraico sobre K
Luego, por la proposicion 1.2.5.21. se tiene:

3 mi(x)=Irr(a. K. x)€ K4[x] con  degmix)=d

Por el teorema 1.2.5.15. se tiene:

[K: K,]=d =deg m(x) (3.22)

Por otro lado, sean ¢,.a;.....0;, € H donde: &, es laidentidad de G(K.F) Y «(H)=h.

Consideremos las funciones simétricas elementales de a = g;(a), &, (a)..... o, (a) , definidas

asi:
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o= Z a,(a)
fml
oy, =2 0.(a)o(a)
i<j :
o= ola)o;(a).o,(a)
ik i
&, = 0y(a).0y(a).g,(a)
Afirmacion 5: Cada «; es invariante bajo cualquier r= H
En efecto:

Sea re HCG(K.F) = 1e{0,=id.0y.....0,}

Si se tiene:

Se tendra de nuevo la sucesion @, @,..... g, excepto por el orden debido a que H esun

grupo.
Veamos que pasa con los ¢,
(o) = f(é cla)) =1(gy(a) +1(oy(a) +...+1(0T,(a))
H(eg) =(re o Na)+(re oy )(a) +... +(r =0, )a)
Por lo mencionado anteriormente, se puede suponer que:
eg)=0y(a)+o(a)+...+o(a)=gla)+o,(a)+...+Tg,(a) =0
De forma analoga, cumplira con cada «; , por lo tanto:
Cada g, es invariante bajo cualquier r = H

Continuando con la demostracion, usando la afirmacion 5, podemos ver:
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o, €Ky, Wi=12.. .k
Por otro lado, de la observacion 3.1.2.5. se tiene:
o,(a). ay(a).....c(a)son raices de pi(x)e Ky[x]
Donde:
p(x) =(x—0 (@) (x—ay(a@)...(x—o,(a)) =x" —a ™+ +(-D’e,
Con: a, e K ~ Wi=12.._.h

Por la naturaleza de a esto obliga a que:

Usando (3.22), se tiene:

[K:Ky]==(H)
Por lo tanto, de las afirmaciones 3 y 4, se obtiene:

[K:Kgl=<(H)
Afirmacion 6: H =G(K. K;)
En efecto:
De (3.20) y (3.21), se tiene:

o(H) <(G(K. Ky)) <[K: Ky]
Usando la parte 1, tenemos:
o(H)=+(G(K.Ky))==(H)

o(H)=o(G(K.Ky))
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Como H C— G(K.Ky) con «(H)==(G(K.Ky)), por lo tanto:

H=G(K.Kg) c
3.1.4. Extension de Galois y Grupo de Galois
Definicion 3.1.4.1.

Lang (1971) menciond: “Una extension algebraica K de un cuerpo & se llama de Galois si es

normal y separable” (p. 229).
Definicion 3.1.4.2.

Lang (1971) menciono: “El grupo de automorfismos de K sobre & recibe el nombre de
grupo de Galois de K sobre k ,y se representa por G{X / k), o simplemente por G ”

(p. 229).

Segun la demostracion del teorema principal en el paper de Lépez (2011), se usara la

siguiente definicion:

Si L/ K es una extension de Galois y «(G(L. K))=[L: K] entonces el grupo de

automorfismos (L. K) sera llamado el grupo de Galois de L/X .

Ejemplo 3.1.4.3. Veamos que T /& es una extension de Galois y G{C.E) es un grupo de

Galois.

Demostracion. Veamos que /R es una extension de Galois:

Sabemos que C/E es una extension finita con [C: RE]= 2, por el corolario 1.2.5.25. se

tiene:

C / E es una extension algebraica
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Ademas, usando el corolario 1.2.5.62. se tiene que T/} es una extension separable y de la

observacion 3.1.1.5. se obtiene que:

C/E es una extension normal
Por lo tanto:

C /R esuna extension de Galois
De la observacion 3.1.1.5. se obtiene que:

G(C.R)={0,.0,}
Donde @; =id ~ &, conjugadaen C
Y se puede ver que:
(G(C.R) =[C:R]=2
Se concluye:
G(C.R)={0,.0,} esun grupo de Galois O

Definicion 3.1.4.4.

Herstein (1970) menciono: “Sea f(x} un polinomio en F[x] y sea K su campo de
descomposicion sobre F . El grupo de Galois de f(x) esel grupo Gi{ X, F) de todos los

automorfismos de K que dejan fijos todos los elementos de F  (p. 239).
Observacion 3.1.4.5.

Herstein (1970) menciono: “Notese que el grupo de Galois de f(x) puede considerarse como
un grupo de permutaciones de sus raices, pues si ¢z esunaraiz de f(x) ysi ce G(K.F)

entonces o) es también unaraiz de f{x) ” (p. 239).
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Demostracion. Sea f(x)e F[x]. o€ G(K.F) y « esunaraizde f(x) , entonces:
f(r:r(r:x}):aﬂ+a1::r(aj}+a:r:r:(a}+.__+aﬂ::r”(cx); acF. i=1...n

Como ¢ deja fijo los elementos de F', entonces:
f(o(a) = o(a;) +0(a)o(e) +0(a)a () +...+ o(a,)0™(@)
Por ser & automorfismo en K, entonces:
f(o(a@) =o(a,) +0(a)o(@) +o(a)o(@) +...+a(a)o(e”)
flola)) =o(ay, +ac +a,o +._ +aa”)
Como « esunaraiz de f(x), entonces:
flo(a))=o(0)

Como & es un automorfismo, entonces:

Sflo(a) =0
Por lo tanto:
o) es también una raiz de f(x)
3.1.5. El Teorema Fundamental de Galois

En esta parte, presentaremos la demostracion del Teorema Fundamental de Galois que es una

pieza importante para el teorema principal pero antes veamos una observacion.

Observacion 3.1.5.1. El “Teorema Fundamental de Galois” es también llamado el

“Teorema de Correspondencia”. Es un teorema fuerte en la Teoria de Galois que establece

una correspondencia biyectiva entre los subcuerpos del cuerpo de descomposicion de f(x) y
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los subgrupos de su grupo de Galois. Vamos a extraer una de las condiciones del Teorema

Fundamental de Galois que nos sera de utilidad.
Teorema 3.1.5.2. (Teorema Fundamental de Galois)
Herstein (1970) menciond:

Sea f(x) un polinomio en F[x], K sucampo de descomposicion sobre F y G(K,F) su
grupo de Galois. Para cualquier subcampo I de K que contienea F

sea G(EK.T)={c=G(K . F)/ a(t)=¢ paratodo ¢ =T} y para cualquier subgrupo #

de G{K.F)sea K, ={xc K /o(x)=x paratodo o € H} . Entonces la asociacion de T
con G(K,T) establece una correspondencia biyectiva del conjunto de subcampos de K

que contienen a F sobre el conjunto de subgrupos de G(K.F) tal que:

1. T=Kgper .

2. H=G(K.K,).

3. [K:T]=+(G(K.T)). (pp. 239-240)
Demostracion. Definamos:

w:A={T/FcTcK}—B={H/Hessubgrupode G(K F)}
Tal que YT =G(KE.T)
¢:{H /H essubgrupode G(K.F)}»{I'/FcT ckK}

Tal que @(H) =K
Afirmacién 1. w y ¢ estan bien definidas.

En efecto:
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a. Sea I'eA4 ,entonces w(IN=G(K.T).
Veamos que G{X,T) essubgrupo de G(K.F).
Tenemos F — I' — K son dos subcuerpo de K, por la proposicion 3.1.2.6. se obtiene:
G{K.T) es subgrupo de G(K.F)
Esto quiere decir:
w(T)=G(K.T) = B( w estabien definido)
b. Sea H B ,entonces ¢(H)=K,.
Veamosque Fc K, Cc K .
Sea ze F n o HcC G(K, F) ,entonces:
oK — K (automorfismo) / oiz)=z; ¥zeF
Luego:
zeK /o(z)=z; VoeH
Asi obtenemos:
ze Ky
Por lo tanto:
FcKy
Ademas, por el lema 3.1.1.4. se tiene:
K, essubcuerpode K ,esdecir: Ky c K

Asi concluimos:
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Esto quiere decir:
¢(H) =K, €A (@ estd bien definido)
Para demostrar la biyeccion, necesitaremos demostrar la siguiente afirmacion:
Afirmacion 2: weg=id; » gew=id,
En efecto:
a. Sea H=B = H essubgrupode G(K.F)
Por el teorema 3.1.3.2. se tiene:
H=G(K. Ky)=G(K.¢(H)) =w(¢(H)) = (w0} H)
Por lo tanto:
We@=idy
b. Sea Ted = FcTck
Aplicando w(T)=G(K.T) = G(K.T) es subgrupo de G(K,F)
Por el teorema 3.1.3.2. se tiene:
G(K.T)=G(K. Kgie 1)

Entonces:

T

KG{I.T}

T=K,rg

T =g(w(T)) =(¢= wXT)
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Por lo tanto:

¢°W=1'ﬂr_4

Finalmente, se concluye:

¥ es biyectiva

Demostracion parte 1:

De lo anterior, hemos probado que:

T KG{I.?’:.
Demostracion parte 2:
De lo anterior, hemos probado que:

H=G(K.K};)

Demostracién parte 3:

Sea F — T < K unatorre de cuerpos, como K/ F es finito por el corolario 1.2.5.7. K/T es

finito. Ademas, de la parte 1 se tiene: I =K, 1, , por lo tanto:
K /T esunaextension normal
Por el teorema 3.1.3.2. se obtiene:
[K:T]=[K: Koy 1,]=o(G(K.T))
Por lo tanto:

[K:T]=<(G(K.T)) =
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3.2. El Teorema de Artin y su consecuencia en la Teoria de Galois
3.2.1. El Teorema de Artin
Lopez (2011) menciono:

Como es usual en teoria de Galois, a cada extension de Galois K — k asociamos un
grupo finito: el grupo de Galois de la extension. Nos hacemos ahora la pregunta inversa:
es todo grupo finito el grupo de Galois de alguna extensidén de campos? Como lo dice el

siguiente teorema, la respuesta es positiva. (p. 1)

Teorema 3.2.1.1. (Artin)

Lopez (2011) menciond: “Sea G un grupo finito. Entonces existe una extension de Galois

Lo K tal que & es el grupo de Galois de dicha extension” (p. 1).

Demostracion. Sea F un cuerpo cualquiera, sean x.x;..... x, variables distintas y

consideremos las funciones simétricas elementales a,.a,.....a, de los x.x,..... x

3 Ei " R

Sea Kk el cuerpo de las funciones racionales simétricas, por el teorema 3.1.2.7. (parte 3) se

tiene:

k=Fla.a,.....a,)

Sea ahora L = F(x,x,....,x,) el cuerpo de las funciones racionales de x.x;.....x, ,

demostremos:

Afirmacion 1: k es subcuerpo de L

En efecto: Veamos:

a. Sabemos que k= F(a.a,.....a,) Y L=F(x,x,....x,) SON CUerpos.
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b. Por definicion del cuerpo de las funciones racionales simétricas, se tiene:

k=F(a.a,.....q,) CF(x.x....x)=L
Por lo tanto, juntando los resultados se obtiene:
k es subcuerpo de L

Es decir:

3 L/k (extension de cuerpo)
Afirmacion 2: G(L.k) es un grupo de Galois
En efecto:
Del teorema 3.1.2.7. (parte 1) se tiene [L: k]=n!, entonces:

L/k es finito
Por el corolario 1.2.5.25. se tiene:
L /I es algebraico

Del teorema 3.1.2.7. (parte 4) tenemos que L = F{x.x,.....x,) es el cuerpo de

descomposicion sobre k= F(a.a,.....a,) del polinomio irreducible

p@O=t"—at" + _+(-1)'a, e Hz].

(3.23)

Como p(z) = K[z] es general y de la observacion 3.1.2.5. los x;.x; ... x, son raices diferentes

de p(z), entonces:

Lk es separable

177



Por otro lado, del teorema 3.1.2.7. (parte 2) tenemos:

G(L.k) =5, (3.24)
Ademas, de la observacion 3.1.2.3. se tiene:
k=F(x.x.....0);
De (3.24) se tiene:
=Loy s (3.25)
Por lo tanto, de (3.23) y (3.25) se obtiene:

L/ es normal

Luego, ordenando los resultados, tenemos que L/ k es algebraico, normal y separable.

Por lo tanto:

L/ k es una extension de Galois
Ademas:

o{G(L.E))=[L:Kk]=n!
Finalmente:

G(L.k) es un grupo de Galois

Afirmacion 3: 2 L/ K (Galois) » G(L.K) es un grupo de Galois.

En efecto:

Sea G un grupo finito con «(G)=# , por el teorema 1.2.1.15. (Cayley), se tiene:
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G es isomorfo a un subgrupo de 5, =G{L.k)

G essubgrupo de G{L.k) ~ G(L.k)essubgrupo de Auz(L)

Entonces:

G essubgrupo de Awur(L)

Podemos definir el cuerpo fijo de G de esta forma: K =L, , asi se obtiene:

L/ K (extension de cuerpo)

Ademas:

G G(L.E) < Aut(L)

Por la proposicion 3.1.2.6. se obtiene:

Es decir:

kcKcl

Como L/ k es una extension finita, por el corolario 1.2.5.7. se tiene:

L/ K esuna extension finita

Por el corolario 1.2.5.25. se tiene:

L/ K esuna extension algebraica

Ademas, como L/ k& es separable, por la proposicion 1.2.5.59. se tiene:

L/ K esseparable
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Por otro lado, por el teorema 3.1.5.2. (Teorema Fundamental de Galois) se tiene:
K=Lgy g A [L:K]1=o(G(L.K)
Juntando los resultados obtenidos, se tiene:
L/ K esalgebraico, normal y separable con [L: K]==(G(L.KY})
Por lo tanto:
L/ K esunaextension de Galois y G(L, K) es un grupo de Galois
Afirmacién 4. G=G(L,K)
En efecto:

Tenemos que p(z) = k{t], L es su cuerpo de descomposicion sobre k& y G{L, k) su grupo de
Galois. Ademas, K = L el cuerpo fijo de & es el cuerpo intermedio de L/k con G(L, K) su
grupo de automorfismo y G es un subgrupo de G{L.k}, por el teorema 3.1.5.2. (Teorema

Fundamental de Galois), se concluye:
G=G(L.K) O

3.2.2. Consecuencia

Observacion 3.2.2.1.
Lopez (2011) menciond:

Por el teorema anterior, sabemos encontrar una extensiéon L = K con grupo de Galois un
grupo dado: basta tomar L y & los campos de funciones racionales como en la
demostracion del teorema y después aplicar el teorema de correspondencia. Pero dado un

campo prefijado, por ejemplo i =1}, existe una extension de Galois L =T con grupo de
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Galois un grupo dado?. Este es un problema que aun esta abierto, aunque mucho se ha

hecho al respecto. (p. 2)
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DISCUSION
A continuacion se presenta la discusion de los resultados obtenidos. Se pudo ver en el
teorema principal que era necesario usar el “Teorema Fundamental de las Funciones
Racionales Simétricas”, el “Teorema de Cayley” y finalizarlo con el “Teorema Fundamental

de Galois”, entonces eso nos permite afirmar que la hipotesis mencionada es verdadera.

Pero para poder llegar a esa verdad, se han consultado varios autores que se mencionan en las
referencias de este trabajo de tesis, en las cuales todos los autores coinciden en las
definiciones a excepcion de la extension normal, extension de Galois y grupo de Galois,
ademas las proposiciones y teoremas son demostrados de forma diferente y unos mas
complicados que otros, a pesar de eso sus aportes fueron valiosos para la demostracion del

teorema principal.

En base a toda esta investigacion se pudo entender la teoria de cuerpos, la teoria de Galois y

su relacion estrecha con las raices del polinomio dado.

Este teorema principal se encuentra demostrado en el paper de: Lépez Daniel, EI Problema

Inverso de Galois, con lo cual fue nuestra guia y camino en este trabajo de tesis.

Los resultados de los tesistas mencionados en los antecedentes se relacionan con el estudio de

este trabajo de investigacion y nos da veracidad en el contenido de este trabajo de tesis.

Como se puede ver, la teoria de Galois es una matematica rica por su contenido con lo cual
este trabajo de tesis tuvo como justificacion de estudio en aportar conocimientos matematicos
para asi poder entender la conjetura llamado “El Problema Inverso de Galois” ya que sigue

siendo un problema abierto propuesta por Hilbert en el siglo XIX.
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CONCLUSIONES

Si es posible probar la existencia de la extension del cuerpo L/ X tal que G es el
grupo de Galois de L/ K con G finito, por medio de un cuerpo cualquiera F se
tomé L =Fix.x,.....x,) el cuerpo de las funciones racionales de x.x;.....x,

y K=1L. elcuerpofijode &.

Si es necesario desarrollar la teoria de Galois, ya que nos llena de conocimientos
previos como son el grupo de automorfismos, el cuerpo fijo, las funciones racionales
simétricas, las funciones simétricas elementales, la extensién normal, la extension de

Galois y los grupos de Galois.

Si son importantes los polinomios y sus raices en los grupos de Galois ya que son los
requisitos para formar el grupo de Galois, pues como hemos visto, los grupos de

Galois son un cierto grupo de permutaciones de las raices del polinomio.

Si es importante el grupo S, en la teoria de Galois ya que nos ayuda a construir: una
aplicacion que hace actuar a .5, sobre Aur(F(x.....x,)), el cuerpo de las funciones
racionales simétricas y las funciones simétricas elementales. Por lo tanto, estas

construcciones son utilizadas para demostrar el Teorema Fundamental de las

Funciones Racionales Simétricas.

Si es posible probar que dado una extension de Galois, se le puede asociar un grupo
finito: grupo de Galois de dicha extension, esto se debe al Teorema 3.1.5.2. (Teorema

Fundamental de Galois).
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RECOMENDACIONES

Para entender este trabajo de tesis es necesario tener conocimientos previos sobre la
teoria de grupos, la teoria de anillos, la teoria de espacio vectorial y la teoria de
Cuerpos.

El estudio de los grupos de Galois no solo se puede estudiar con grupos finitos, sino
que se puede enfocar también para grupos infinitos pero con otro enfoque estructural.
Los grupos de Galois es muy importante en el estudio del GPS y en las
demostraciones matematicas como se puede ver en los anexos de este trabajo de tesis.
Para las definiciones de extension normal, extension de Galois y grupo de Galois se
puede encontrar de diferentes maneras pero es recomendable manejar de un libro para
después usar en las demostraciones matematicas.

Este trabajo de tesis fue una excusa para entender el problema abierto llamado

“El problema inverso de Galois™.
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ANEXOS

En esta parte presentaremos dos aplicaciones matematicas de este trabajo de tesis, estos son

las demostraciones de un corolario y de un teorema usando el Teorema de Artin.
Corolario:

Lang (1971) mencioné: “Sea XK una extension finita de Galois de &,y sea G su grupo de

Galois. Todo subgrupo de G corresponde a cierto subcuerpo F tal que f=F <K ” (p. 232).
Demostracion. Tenemos que G( K. k) es un grupo de Galois, entonces:
(G)=oAG(K.E)) =[K k] <=

Luego:

G es finito (3.1
Sea H unsubgrupode Gc 4nt(L) — 3 Ky / kcF=KyzcK
Usando (5.1) se tiene:

H esfinito
Usando el Teorema de Artin se tiene:
E/F (Galois) / H=G(X.F) D

Teorema:

Machiavelo (1997) menciond: “Sejam K — E< T. Entdo: E/K é Galoisiana se e soO se
£Gal(E/K)=[E: K] (p.59).
Demostracion. Veamos:

(=) Tenemos de hipdtesis que E/K es una extension finita, por el teorema 3.1.1.7. se tiene:
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3 Gal(E/K) un grupo finito

Ademas, tenemos que E/K es de Galois entonces:

E/K esnormal = K=E_ .,

Ordenando, tenemos:

E/K esnormal, Gal(E/K) essubgrupo de Gal(E/K)y K=E_ .. eselcuerpofijode

Gal(E/ K)

Por el teorema 3.1.3.2 se tiene:

[E:E,_,,, 1=%Gal(E/K)

Por lo tanto:

[E:K]=#2Gal(E/ K)

(=) Tenemos de hipdtesis:

2Gal(E/K)=[E:K]<= = Gal(E/K) esun grupo finito

Por otro lado, Gal(E/K)= Aut(E) = 3 E_,,, =E

Sea Kk =E_ ..

, por el Teorema de Artin se tiene:

E/K, (Galois) / Gal(E/K}=Gal(E/K,) (5.

Entonces, de (5.2) se tiene:

Gal(E/ K) es un grupo de Galois

Por lo tanto:

E/ K es una extension de Galois
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