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RESUMEN
La presente investigacion tuvo como finalidad el estudio de las rotaciones de puntos, vectores
o curvas en el espacio para su posterior generalizacion a dimensiones superiores, asi como sus
aplicaciones para el caso de dos o tres dimensiones. Para ello se definié primero una rotacion
més sencilla denominada “rotaciéon especial” entre los espacios R? y R3 lo que permiti6
demostrar la “férmula de rotacion de Rodrigues” y mediante un método de coeficientes
indeterminados se pudo también estudiar las conicas. Gracias a este desarrollo previo se obtuvo
como resultado funciones trigonométricas que describen las orbitas, asi como el tipo y
caracteristica que tienen las secciones conicas. Se concluye que se puede describir o aproximar
matematicamente, mediante funciones elementales, las orbitas de los satélites que orbitan la
Tierra, el Sol o cualquier cuerpo pesado. Todo esto gracias a un conjunto de seis pardmetros
denominados elementos keplerianos y en consecuencia la érbita y posicion en un satélite son

unicas.

Palabras clave: orbita, rotacion, formula de rotacion de Rodrigues, elementos

keplerianos, seccion conica.



ABSTRACT
The present investigation was to study the rotations of points, vectors, or curves in space for
their subsequent generalization to higher dimensions, as well as their applications in the case
of two or three dimensions. To do this, a simpler rotation called “special rotation” was first
defined between the spaces R? and R3, which made it possible to demonstrate the “Rodrigues’
rotation formula” and by means of a method of indeterminate coefficients it was also possible
to study the conics. Thanks to this previous development, trigonometric functions that describe
the orbits, as well as the type and characteristics of the conic sections, were obtained. It is
concluded that the orbits of satellites that orbit the Earth, the Sun or any heavy body can be
described or approximate mathematically, using elementary functions. All this thanks to a set
of six parameters called Keplerian elements and consequently the orbit and position in the orbit

are unique.

Keywords: Orbit, rotation, Rodrigues rotation formula, Keplerian elements, conic

section.



I. INTRODUCCION

La formula de rotacion de Rodrigues debe su nombre al matematico francés Olinde
Rodrigues, se puede entender como una funciéon R : R3> —» R3 que dado un vector fijo no nulo
n € R3 denominado eje de rotacién y un niimero real positivo 8, tal que a cada vector v le hace
corresponder un vector R(v) que es la rotacion 8 en sentido antihorario en torno a n. En este
trabajo se busca extender esta formula para vectores en R™ asi como en algunas aplicaciones
de rotaciones en R3.

En la primera parte se definen las normas y exponencial de matrices indispensables para
la extension hacia R™ asi como los conceptos esenciales de curvas en el espacio. A su vez se
introducen las constantes especiales delta de Dirac y la constante de Levi-Civita que se usan
para expresar término especial con parametros de orden, se definen también las posiciones
relativas y lado principal de un plano. Ademas, se definen las “rotaciones especiales” que
ayudaran a la demostracion de la formula de rotacion de Rodrigues.

En la segunda parte se muestran las rotaciones como transformaciones matriciales en
R? y se demuestra la férmula de Rodrigues dada en R3. Se expone los angulos de Euler como
una manera de descomponer rotaciones en otras tres rotaciones elementales. Cuando se
componen dos o mas rotaciones se generan una gran cantidad de célculos matematicos, por
ello se ve que el producto (composicion) de rotaciones da como resultado otra rotacion y se
presenta una forma de reducir estos calculos usando el llamado “vector de Rodrigues-Gibbs”
que facilita mucho estas operaciones. Finalmente se demuestra una extension de formula de
rotacion de Rodrigues para vectores en R".

En la tercera parte se muestran algunas aplicaciones, primero se ve que las “rotaciones
especiales” no son mas que casos particulares de la formula de Rodrigues, se estudian también
las secciones conicas usando métodos de coeficientes indeterminados para determinar sus

ecuaciones y puntos notables, esenciales en el estudio de oOrbitas; sin tener en cuenta



perturbaciones externas se estudia las orbitas satelitales haciendo uso de los TLE (Two-line
element set) un conjunto de datos que incluyen los elementos keplerianos necesarios para la
busqueda de la posicion y velocidad de satélites.
1.1 Descripcion y formulacion del problema

En el espacio R™ es posible aplicar rotaciones, conocer la imagen de un punto mediante
una rotacion es importante por sus aplicaciones sobre todo en los casos R? y R3 que es lo que
normalmente se percibe en la naturaleza, la formula de rotacion de Rodrigues brinda una
expresion simple y elegante para tal fin en el caso bidimensional, por ello se empieza
estudiando las rotaciones en dichos espacios para después extenderlas al caso n-dimensional
ya que permitird generalizar dicha férmula. Se propone estudiar las rotaciones y aplicar los
resultados a dos casos en concreto, la trayectoria de orbitas satelitales y curvas conicas.
Problema general

(Es posible extender la formula de rotacion de Rodrigues en el espacio R", que permita
trabajar con vectores de cualquier dimension?

Problemas especificos

> (Como definir rotaciones especiales entre R? en R3?

> (Como demostrar la formula de rotacion de Rodrigues en R3?

1.2 Antecedentes

Hanson (2011) estudié las rotaciones mediante transformaciones lineales. Tuvo como
objetivo extender la manera con la que habitualmente se expresaban, descomposicion en
angulos de Euler o cuaterniones, mostré como poder aplicar logaritmos a las rotaciones para
poder hallar el angulo de rotacion (para n=4 o 5 dimensiones). Mas aun tuvo la idea de que la
mejor manera de estudiar rotaciones en mas dimensiones era trabajar solo con las proyecciones

de los vectores sobre el hiperplano de rotacion, de esta manera uno puede liberarse de las



ataduras que el producto cruz tiene solo en tres dimensiones. De esta manera la féormula de
Rotacion de Rodrigues puede ser extendida, aunque con mucho cuidado al espacio n-
dimensional.

En el trabajo de Goldman (1992) se menciona la importancia del producto cruz usado
en R3 ademas del impedimento de poder extenderlo hacia R* ya que, dados dos vectores
linealmente independientes u, v € R* entonces existen una infinidad de vectores en R* que
sean perpendiculares al hiperplano generado por u y v, digamos n4, n, y que a su vez no sean
paralelos. Por esa razon no es conveniente trabajar directamente con el vector normal al
hiperplano, sino con el mismo hiperplano generado por u y v, de ahi surge una forma de
generalizar la formula de rotacion de Rodrigues. Es por eso por lo que su objetivo fue extender
el concepto de producto cruz a méas dimensiones con ayuda del llamado producto tensorial, el
producto cufia y considerd una norma apropiada para las matrices de orden n. Los resultados
fueron que para el caso de tres dimensiones se tiene un poco de suerte ya que se puede
identificar o asociar el producto cuia uAw con el producto cruz u X v pues ambos tendran tres
entradas o componentes distintas, esto es algo que no ocurre, por ejemplo, en 4 dimensiones,

ya que uAv posee seis entradas distintas y no 4 como se puede esperar. En general si u,v €

(n-1)

n o .
R" entonces uAv posee —,— entradas distintas, y no n.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo General

Generalizar de la formula de rotacion de Rodrigues para vectores en [ " .

1.3.2 Objetivo Especifico
> Definir rotaciones més sencillas entre R? y R3 denominadas rotaciones especiales.

> Demostrar la formula de rotacién Rodrigues de R3.



1.4 Justificacion

El motivo por la cual se investigan las rotaciones de vectores fue por la aplicabilidad
de los resultados, primero al estudio de rotacién de puntos o curvas en el espacio R3, y que
tendran como implicancia la segunda utilidad, el estudio de las orbitas satelitales, pues se
pueden describir Orbitas parabolicas, elipticas e hiperbolicas. El obtener una férmula
matematica que generalice la formula de rotacion de Rodrigues en R™ da un mayor control
sobre la incertidumbre de no comprender dimensiones espaciales mayores, si bien esto no es
aplicable de manera directa, resulta bello e interesante desde el punto de vista matematico.
1.5 Hipdtesis
1.5.1 Hipdotesis General

La teoria de matrices permite generalizar la formula de rotacion de Rodrigues.
1.5.2 Hipdtesis Especificas

> El célculo vectorial permite definir rotaciones especiales entre R? y R3.

» El célculo vectorial permite demostrar la formula de Rodrigues.
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1. MARCO TEORICO
2.1 Conceptos basicos
2.1.1 Normas matriciales, y series de matrices

Definicion 2.1. (Norma Matricial)

Sean A,BeM  , una matrizde orden n y o] . Una funcion N_: M — que

satisface las siguientes condiciones

i) N(4)=0,N(4)=0si,ysolosid =0
ii) N(4+B)<N_ (A4 )+N (B)
iii) N (ad )=|a|N_(4)
es denominada norma matricial. (Golub y Van Loan, 1996).

Se usara la notacion || || en lugar de N_para indicar norma matricial

i) Norma de Frobenius || A||F =

) o,
i1) p-norma ||A||p =sup———
P,

iy 4= 33 |o,|

i=l j=I

) |4 =

son algunas normas. (Golub y Van Loan, 1996).

En lo que sigue, se considerara siempre la norma dada por (iv).

Proposicion 2.2. (Propiedad submultiplicativa para la norma de Frobenius)

La norma de Frobenius es verifica la desigualdad
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[ 48], <], 3], (21D

para todo para de matrices 4,BeM . (Coutifio y Maximenko, s. f.).

Es particular si A=B en (2.1.1) se tendra que HA2 H < ||A||2 y mediante induccidon también

lA¥|| < ||All%, vk € N (2.1.2)

Definicion 2.3.

. .y . k L
Si {C" } cM,,, esuna sucesion de matrices, y C;; es la componente de la i-¢sima fila

nxn
y j-ésima columna, diremos que la sucesion de matrices converge si, y solo si cada componente

. . k ..
converge, es decir si {C : }k | converge para cada ijj .
€

ij

Teorema 2.4. (Criterio de convergencia en serie de matrices)

0 o0
es una sucesion de matrices tal que Z”C . || converge, entonces Z C,
k=1 k=1

Si {C,}cM,,

n

también converge. (Apostol, 2002).

2.1.2 Exponencial de una matriz
e xk
La funcién real f(x)=e" puede expresarse en seriec de Taylor por e :ZF y
k=1 .

converge para cualquier valor de x. Si en lugar de considerar el conjunto R como el dominio

de la funcion y se considera el conjunto de matrices cuadradas M, entonces se puede definir

Xn
la exponencial de una matriz como sigue:

Definicion 2.5.



Sea A eM, , con elementos reales o complejos, se define la exponencial de la matriz

. 24" . )
A como la serie e’ = Z—' . De esta definicion se verifica que e'=1. (Apostol, 2002).

k - k
Usando ( 2.1.2) se observa que —k ng ob _k SZHA” )
! T k! K== ko
k
Como |4|eRy = Z” ” converge para cualquier matriz A€M se sigue que z x

0 Ak
converge y por ¢l Teorema 2.4, ¢” = ZF converge. La norma dada por || 4] = —= /Z Z a;
. i=l j=l1

k=1

tomara un papel fundamental en el desarrollo de esta investigacion.

2.1.3 Curvas en R3, reparametrizacion, longitud de arco y curvatura

En el mundo real las curvas aparecen en muchos lugares, por ejemplo, las orbitas de los
satélites o planetas describen curvas conocidas, si arrojamos un objeto en el aire este describira
una parabola, ademads las curvas aparecen al estudiar el movimiento, posicion o velocidad de
cuerpos. Teniendo esto en cuenta resulta interesante su estudio, normalmente se suele
representar con la letra ¢ el pardmetro de la curva pues representa el tiempo.

Definicion 2.6. (Camino)

Una aplicacién f :[a,b] — R™ continua se llamara camino en [J”. Diremos que el

punto (@) es el punto inicial y f(b) el punto final. Si f(a)=f(D) el camino se llamara
cerrado y si la funcién [ es inyectiva se le llamara camino simple. (Pita, 1995)

Definicion 2.7. (Curva)

Se llamara curva de un camino f:[a,b] - R™ al conjunto

F={f(t) eER™|t€E]ab]}
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que es la imagen de f .

Diferenciabilidad de caminos
Definicion 2.8.
Sea I c[a,b] un intervalo abierto y f:7— R™ un camino. Si ¢, e/ se llamara

derivadade [ en t, a la expresion dada por:

f'(to):lh’i’/(’;l f(to +hh)_f(t0)

siempre que el limite exista. (Pita, 1995)

Un calculo inmediato muestra que si f es diferenciable en tyel 'y si

1@ =(ﬁ(z‘),f2(t),...,fn(t)) entonces f'(f,)) = (fl (), 1555 1, '(to)). Es decir, la

diferenciabilidad de f implica la diferenciabilidad de sus funciones componentes y el

reciproco también es cierto.
Definicion 2.9.
Sea f:[a,b] > R"™ un camino de clase C', entonces [ se llamara regular si f'@®+#0

en R® Vtel. (Pita, 1995)
Siun camino f es regular entonces podemos asociar una recta tangente a f en f,. La

siguiente definicion se basa en el comportamiento de las rectas tangentes cercanas al punto
f(@).

Definicion 2.10. (Parametrizacion por longitud de arco)

Sea f:7c( —0". Se dice que f estd parametrizado por longitud de arco si

|l =1
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Definicion 2.11. (Curvatura)

Sea f:[a,b]—>R"™ un camino de clase C* parametrizado por longitud de arco. El

namero || f "(s)|| se llama curvaturade f en s y se denota por K(s). (Perdigdo, 1995)

Teorema 2.12.

. . 2 . .
Si f:[a,b] > R™ esun camino regular de clase C” no necesariamente parametrizado

por longitud de arco entonces la curvatura de f en ¢ esta dada por

FAQLFAG]

k(r) = ;
|7 @l

(Lopez de la Rica y de la Villa Cuenca, 1997)

Definicion 2.13.

Sea f:|a,b|— R™ un camino regular parametrizado por longitud de arco y de clase
gular p

C' entonces al vector T(s) = f'(s) se llamara vector tangente unitario. (Lopez de la Rica y de

la Villa Cuenca, 1997)
Derivando la igualdad ||/ '(s)|=1 se tiene que f'(s)- f"(s)=0 por lo que f"(s) es
ortogonal a f"'(s). Si a este vector se le hace unitario y se lo denota por N(s) se tendria que

M= L) 1O
|7 @] k)

El vector N(s) es llamado vector normal y el plano determinado por los vectores

unitarios 7(s) y N(s) se llamara plano osculador. En caso de que f no esté parametrizado
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(¢
por longitud de arco se puede obtener el vector tangente unitario por 7(f) = ﬁ . Del mismo
, T'(1)
modo se tendra que T(f) es ortogonal a 7''(¢) por tanto N(f) = o]

Un vector normal al plano osculador se obtiene por B(z) =T(¢)x N(¢) llamado vector

binormal. Un movimiento rigido para una curva es una traslacion o rotacion de esta misma, el
siguiente teorema muestra que la curvatura y la torsion son caracteristicas propias de cada curva
y por tanto invariantes por movimientos rigidos.

Teorema 2.14.

Sean las funciones diferenciables k,7: 7/ —R — Rtal que k(s)>0,s € I entonces existe
una Unica curva parametrizada por longitud de arco @:/ — R3 con curvatura k(s) y torsion
7(s), si ademas cualquier otra curva satisface las mismas condiciones entonces difiere de «

en un movimiento rigido. (Perdigdo, 1995)
2.1.4 Orientacion de un plano

En esta seccion se estudiard algunas orientaciones y posiciones que puede tomar un
plano inclinado en R3, es necesario ya que este plano posee dos “caras”, a diferencia del plano
XY en el espacio R?, lo que sugiere considerar solo uno de ellos dependiendo de su posicion,
la cual sera la cara con la que se trabajard al momento de rotar puntos o curvas.

Se comienza definiendo el plano inclinado z = Ax+ By con angulo de inclinacion

pPe [0, 72'] como se vera. Se denotara por N un vector normal al plano en la misma direccion

a la que llamaremos “cara principal”. A continuacion, se dan los casos en los que se debe

considerar N y f:



Figura jError! Marcador no definido..

Caso A< 0yB >0y obtuso

Figura 1.

CasoA>0yB <0y agudo

Figura 2.

CasoA>0yB >0y B obtuso

16
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Figura 3.

Caso A<0yB <0y fagudo

Debe observarse que £ es agudo en los casos 2 y 4, obtuso en los casos 1 y 3. Ademas,
se denominara lado principal de la recta 4x+By=0 en R? al rayo o semirrecta que se
encuentre en el primer o cuarto cuadrante, de donde se mide el angulo 3.

Proposicion 2.15.

Sea z=Ax+ By la ecuacion de un plano inclinado y A su angulo de inclinacion

entonces |tan 3| =4+ B’ .
Demostracion:
Sea p, :(x,y,Ax+By) un punto del plano tal que Ax+By>0y P, =(x,y,0) su

proyeccion ortogonal sobre el plano XY, si d( pl,L) es la distancia entre p, y la recta

|Ax+By|
A’ + B

por lo que |tan 8| = Ax+by _ NA*+ B .

L: Ax+ By =0 entonces d = ke

Observacion 2.16.

El signo de tanf lo determina el angulo de inclinacion del plano.
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2.1.5 Proyeccion ortogonal y constantes especiales
Sea u,ne R3 con u=0, puesto que NXU=(Tyly —Uyly, MUy — U7, Mty —U,1,)

entonces expresando este producto matricialmente se obtiene

0 -n, n,\(y
nxu=| n, 0 -n ||u,
-n, n 0 Jlu

Definicion 2.17.

Sean € R3, la matriz asociada al producto vectorial se denomina matriz lambda de n

y esta dada por
0 -n, n,
A= n 0 -n
-n, n 0

Definicion 2.18.

Sean n,u € R3 vectores no nulos, el vector proyeccion de U sobre ' esta dado por

(n-0)
Il

proy,u = n

si |n] =1 entonces proy,u=(n-u)n.
Solo se consideraran la proyeccion sobre vectores unitarios, de esta manera se podra
expresar la proyeccion en forma matricial como sigue, si ¥ = (ul,uz,u3) y n= (nl,nz,n3) tal

que ||n|| =1 entonces

2 2
nou, +nn,u, +nnu, n, mn, nmny (U
_ _ 2 _ 2
proy,u = (l’llul + n,u, + niu, )n =| mn,u, + n,u, + n,n;u; | =| nn, n, n,n, U,

) 2
n Uy + n,nauy + Nyl nn, nyn, N, Uy



2
n, mn, nn,
_ 2
proy, =\ mn, n, N,

2
mny iy Ny
Definicion 2.19.

Sea € R3 un vector unitario, la matriz proyeccion asociada a /! est4a dada por
2
noonhn,
2
proy, =\mn, n, nn,
nn, nn, n
Una relacion entre la matriz proyeccion y la matriz lambda en R3 viene dada por
2 _ 3 _ . _
A, =proy, =1 y A, ==A, siempre que [|n]|=1.

Proposicion 2.20.

Sea A, la matriz lambda de ' y p €Z entonces

) AP =(-1)"A, ¥p=0

i) A =(-1)"(I-proy,) vp=1

Demostracion:

19

Para (1), se observa que si p =0 la igualdad es vélida, luego suponiendo valida (i) para

p=k (HIL)setiene quesi p=k+1

Ai(k+1)+1 = A2 A2 p2 :(_1)" AN = (_1)k Al = —(—l)k A = (—l)kJrl A

luego (1) es valido para cualquier p>0.

Ahora se prueba (i), para p =1 se tiene que l\i = proy, —1 , suponiendo valida para

p=k (H.I) tomando p=£k+1
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AZED = A2 2 AN = (1) (1= proy, ) A2 =(=1)" A =(=1) A A
teniendo en cuenta que A =—A  se obtiene

N (0 A A= (0 8 = () (= proy,).

n

Definicion 2.21.

Un conjunto {vl,vz,...,vm} en R™ es llamado linealmente independientes (LI) si toda

combinacion lineal nula z a,v, =0 implica que &; = 0,V1<i<m, (Golub y Van Loan, 1996).
i=1

Definicion 2.22.

Sea {vl,vz,...,vm} una coleccion de vectores en R™, el conjunto de todas las

combinaciones lineales de estos vectores
m
S{Visevp} =4 v, o, €R
i=1

define un subespacio vectorial. (Golub y Van Loan, 1996).

Definicion 2.23.

Sean u,v € R" vectores L.I. entonces {u,v} generan un hiperplano denotado por

S(u,v)={au+pv|a,BeR}

Proposicion 2.24.

Sea X € R™ y u,v € R" LI entonces la proyeccion ortogonal de X sobre el hiperplano

S(u,v) esta dado por
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proy,,x = au+ ffv

donde

_ ) () (uev)

20112 2
L e CRY)

Demostracion:

2
o ol = () )

201112 2
e CRY)

Sea X'= pr 0V, la proyeccion de x sobre el hiperplano S (u,v) ,estoes x'=au+ fBv

para ciertos o, eR. Luego (x—x')

(x—x')-uzO/\(x—x')-v:O.

es ortogonal a S(u,v), por

lo que

{a”u”erﬂ(v-u)—xﬂ

a(u-v)+ﬂ||v||2 =XV

resolviendo este sistema para ¢, 8 se obtiene lo que se buscaba, ademas ||u||2 ||v||2 —(u- v)2 #0

yaque !l y V son LI

Observacion 2.25.

Si u,v son unitarios y ortogonales entonces proy,,,x = (x : u)u + (X : V)V . Mas adelante

sera util expresar esta proyeccion de manera matricial. Es decir, se requiere expresar

proy,,x =T1,,x donde T, € R™" es una matriz que depende solo de u, V.
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Proposicion 2.26.

Sean u,ve R™ vectores L1y I = proy,, la proyeccion sobre el hiperplano generado

por u,v . Entonces T es una matriz dada por

1
7y = s [ =) o ) vy ] com 125
e[ " = (- )
Demostracion:
Denotando la norma de vectores por | . | y N, :|u|2 |v|2 —(u-v)2 de la proposicion

anterior se tiene que

ol * (e -v)? jul” I (e -v)?

Nyl = [Mz 2%y ‘V)ZXJVJ]” i [|”|2 2xjvj = (u 'V)ZXJ”J}V

Ny (Tx)l. =[|v|2 ZXJ-uj —(u~v)2xjvj}ui +:|u|22xjvj —(u~v)2xjuj}vi

N, (Tx)l. = [M2 Z)cjuju,- —(u-v)ijvjul}+ _|u|2 ZXjVjVi —(u 'V)zxj”j"i:i

2 2
Nuv(Tx)i:ij(|v| uiuj—(u-v)vjui)+2xj(|u| vl-vj—(u-v)ujvi)
J J
2 2
Nuv(Tx)i=ij(|v| uiuj—(u-v)ul-vj +|u| vl-vj—(u-v)ujvl-)
J

Ny (Tx)l. = ij (|v|2 Uil j —(u-v)(ul-vj +ujvl~)+|u|2 vivj)
J
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luego N (Tx) ZMX donde Ml] |v| (u-v)(vuj+uv )+|u| lvj,sesigueque

N, (Tx)=Mx donde

1

T.. = M.
SR CRO

(2.1.3)

Definicion 2.27.

La funcion delta de Kronecker 6: N X N — {0,1} es dada por la siguiente regla de

correspondencia

o Lsii=j
S, =6;=1""

O,s1i#j
(Lovelock y Rund, 1989)
Definicion 2.28.

El simbolo de Levi-Civita o simbolo de permutacion es una funcioén

o0:IxIxI—> {—1, 0,1} donde 7 = {1,2,3}, se define por la siguiente regla

-1, si (i, j.k) €{(1,3,2),(3,2.1),(2,1,3)}

o‘(i,j,k):dl.jk =1 ,si (i, /,k)€{(1,2,3),(2,3,1).(3,1,2)}
0 ,en otro caso

(Lovelock y Rund, 1989)
Proposicion 2.29.

Sii,je {1, 2,3} entonces, algunas de las propiedades que satisfacen estas constantes

especiales junto con el producto interno y vectorial son:

1) Z k5k]
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3
i) ¥ O,b b =bb.
=1 NS

3
iii) 2. (Sk]alak aa
k=1

3
i a,b,b.=ab (a-b
iv) kzlazak k7 =Y ](a )

3
V) > 0.,0,. b =0
il ik kjm~m

b ..
L €ON mefi, j}

3
vi) Z Olgm = (bxa) con me ik, j}

vii) Z kP4 p=(bxa) con pe ik,

viii) Z ik kgmPmp = [bﬂ j —51-,-(0-’9)} con p e {k.i},m ¢ k. j}
iX) dijk = _dmnp donde (m,n, p) se obtiene intercambiando dos elementos en (i, j,k)

Se probara algunas de estas propiedades, para vii se tiene que

3
Sii=1Y0,ba,=0,,ba,+0,ba, +0, ba, =0, bha, +0,,ba+0,ba,=ba,—ba,
Sii=2 Z Oy,ba, =0y ,ba, +0y, ba, +0y, ba, =0,ba,+0, ,ba,+0,ba =ba —ba,

Sii=3 Zoikpbkap =0, ,ba, +0y, ,b,a,+0; ba, =0;,ba, +oy,ba +o, ba, =ba, -ba,
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luego Z bka =(bxa). con pe¢{k,i}.
k=1

Para (viii) se tiene que si p ¢ {k,i},m ¢ {k, j} entonces Z Oy, Oujmbn @, = Z Oy Okim
Sii=j

Z tkpok/m z tkp ktm

y puesto que m & {i,k}, p¢{i,k} se sigue que necesariamente /= P, en consecuencia

Z kpok/m m mz kmoklm > luego

3

Lo

Z tkp k/m - Z km tkm - mamZ(oikm) )
k=1

la constante O, se anula cuando k=i por lo que

m pz prk/m - aml _bn12 amz donde ml # mz # 1
luego m pz ijm = aibi _bmlaml _bmzamz _biai = aibi _(a b) .
Si i+ j setiene que en

Z zkp k]m m;tj;tk,

por lo que necesariamente M =1



Z 01,0 = bia Z 01,04 »
del mismo modo p#k =i porloque p=;.
3
Z OO =D, Z 0Oy »
k=1
como i # j esta suma se anula para k=i y para k = j luego
Z 00, kjm =b a, ,SJOSJ,,con SEIF ],

esto representa una permutacion ciclica de (l' ,S, ] ) por lo que

2
Zozkpokjm = i ( zs]) :biaj'

Finalmente, b,,a Z 0y, 0um = b1t ( ,S/) =ba,-0=ba, —54(a-b)

Por lo tanto

3
ZOlk
k=1

Proposicion 2.30.

Si n e R? es un vector unitario entonces (A, )ij =-no, con ke{i,j}.

ijk

Demostracion:

pokjmb a [biaj—§l.j(a.b)} con peik,it,me ik, j}

26
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0 -n, mn
Dado que A, =| n, 0 -n |, la constante de Levi-Civita se anula cuando dos
-n, n 0

0 n -n) "1 "%23 %32
A=l 0 =0 O M3y
n -n 0

%12 "%321 "k%33k
De donde (-A,), = nkdijk con k=ink=j luego (A, ), =_nkdijk con kg {i,j}.

Proposicion 2.31.
Sean a=(a,,a,,;) y b=(b,b,,b,) se cumple que
i) ab,—ab =(bxa), con k=i,j
i) a, (bxa)j—aj (bxa) =a,(a-b)=b,, k=i,

iii) b, (bxa), —b,(bxa), =b,(a-b)—a,, k=i,

=
2.2 Rotaciones de curvas
2.2.1 Rotaciones especiales pu, A

Considere la aplicacion A: R3 - R? que a cada punto de la curva plana ‘P(t),
t € Dom(¥) le hace corresponder el punto en A(W(¢)) eR? de tal forma que la curva no se

deforme, en el sentido que no se estira ni contrae (mas adelante se verd que A es una
composicion de rotaciones, un movimiento rigido). Sea P el plano osculador de la curva plana

W(¢) y p € P unvector arbitrario no nulo. Se define un sistema coordenado en [P del siguiente

modo, un eje principal (U) en la misma direccion que P,y un eje secundario (V) ortogonal a
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P en sentido antihorario respecto a la cara principal de P. Este plano posee un vector normal

Otra forma de interpretar la aplicacion A es tomar el plano P y realizar dos rotaciones

consecutivas para hacer coincidir p con el eje X de tal forma que la cara principal de P esté

en el sentido del eje Z positivo.
Figura 4.

Una curva en R3 que serd llevada a R2

Se debe notar que P: AX + BY +C =0 no necesariamente pasa por el origen, pero sin
pérdida de generalidad puede considerarse este caso ya que de no ser asi puede trasladarse P
convenientemente hasta el origen con una traslacion. En lo que sigue, ¥ denotara un camino,

y W su imagen mediante una rotacion especial. El objetivo es hallar
A(P (1) = ()= (¥ (2), W (1))
Se inicia tomando qDE[—ﬂ',ﬂ'] el angulo formado desde el vector p hasta ‘P(t ),

expresando q’(l‘) en coordenadas polares del sistema XY

¥ (1)fsin()) . Vo e[-7.7] (22.1)

@(t)=(||€1(t)||cos(¢),
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Un 4ngulo & formado por dos vectores U,V viene dado por cos@ = m del cual

solo se obtienen valores de 6 € [0,7[] pero se requiere que € [—7[, 7[] para extender este

resultado se introduce la constante x que ayudara a saber en qué casos el dngulo & es positio

o negativo. Se analizara esto en dos casos:

Caso 1: Si p€ [0,71] no hay inconveniente pues los angulos coinciden ¢=6 cumplen la

relacion cos(@) = L)p , puesto que la norma se preserva bajo A
2GITE
— WYt - p
H‘P(t)”cos(gp) =ﬁ (2.2.2)

Caso 2: Si pe [-,0] el angulo que se tomara de la formula, seglin el grafico siguiente sera

p=—0 Yy asi

cos(g) - F()-p
=@l
cos(—oy = TP
S T

¥(1)-p

[#(1)]cos () = % (2.2.3)

de este modo de ( 2.2.2) y ( 2.2.3) se cumple que
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() p
|7

[ (1)]cos () = , Voe[-7.7] (2.2.4)

Se analiza ahora la segunda componente de ( 2.2.1)

Caso 1: Si O€ [0,72] no hay inconveniente pues hacemos §=¢ y

sin =./1—cos’ = 1= lP(t)'P 2
o1 lieeste) Jl Uwr)\\upﬂ

¥ (1)< 2|

R TTOTE

[¥ (1)<
|7

||‘I—’ (l)” sin (qp) =

[#(1)]sin(#)= W (2.2.5)

Caso 2: Si pe[-r,0], dado que sin(—x)#sin(x) en general entonces no basta con tomar

0=—¢ , para ello ;Como saber cuando ¢ e[—x,0]?. Para entender esto veamos el siguiente

grafico.
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Figura 5.

Direccion del producto vectorial o regla de la mano derecha

—u Xv

Si tenemos los vectores U,V siguiendo la regla de la mano derecha, tendriamos que

(caso 1) N =uxv es un vector que apunta hacia “arriba”, mientras que en el (caso 2) N =uxv
es un vector que apunta hacia “abajo”. Los términos “arriba” y “abajo” son relativos pues

depende del lado del plano donde se esté trabajando (en realidad dependen de A o B). Por lo
que basta analizar el signo de la tercera componente de N = (Nl,Nz,N3) que determinara si el

vector normal apunta hacia arriba o abajo.

En ese sentido, saber cuando ¢ <[—7,0] se dard cuando la tercera componente de

‘I’(z‘)Xp es positiva o negativa. Dado que ¥(7) (‘Pl (1),¥,(1), ¥, (t)) y P =(p1,p2,p3)

entonces si B#0 se denota por « a la tercera componente de ‘P(t )X P unitaria , ademas se

debe tener en cuenta la cara principal del plano y esto lo indica el signo de B

L (@Op -YOp,) B (2.2.6)
|\P2(t)p1 _\P1(t)p2| |B|

x serd llamado factor de compensacion de orientacion del plano. Ademas, se tiene que
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1,si (0<@<7mAN,>0)v(-7<O<0OAN,;<0)
= —1,5i (0<O@ <z AN, <0)v(-7<O<0AN,>0)

De este modo

sin(p)= [ (e)xp|
[ ()]l
[# (0)]sin(#) = ”T(”t]z”x 7l (2.2.7)
Luego de ( 2.2.5) y ( 2.2.7) se tiene
[# (1)) sin (o) = W x Voe[-mx] (2.2.8)

Donde « est4 dado por ( 2.2.6). Finalmente

z(qf(t))_\?(t)_(H@(t)ucos(e),”x?(t)usm(e))_[‘P(t)'p “T(t)Xp“k]

Il ]l

A(® ()= = (¥ (0)-p.

E

‘P(t)x pHK‘) Vvt e Dom('Y) (2.2.9)

Observacion 2.32.

La aplicacion A se define de este modo para valores de B#0 en caso B=0 se

procede del mismo modo y se obtiene la imagen de A como:

1

A(P(0)=F)=p (70 p

‘I’(t)xp”/(*)
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donde K = (lPZ ()P -, (t)Pz) _ (—4)
|IP2 (t)p1 - (t)p2| |A|

Vte Dom('¥). Ademas, la rotacion especial A no

depende de lanormade p solo de su direccion por lo que por simplicidad puede considerarse

como unitario.

Ejemplo 2.33.

Sea W(¢)=(3sinz+2,cost—2cos2t,3sint +cost—2cos 2t +2) contenida en el plano
Z=Xx+y, tomando un punto del plano p =(1,0,1) .

Figura 6.

Ejemplo de una curva en [1°

Se observaque A=B=1y |p|= 2, aplicando la rotacion especial se tiene

Y (1) p=(3sint+2,cos¢—2cos2t,3sint +cost —2cos 2¢ +2)-(1,0,1) = 6sint +4+cost —2 cos 2t
también

W (1)x p=(3sint+2,cost—2cos2t,3sint+cos s —2cos 2t +2)x(1,0,1)

¥ (¢)x p=(cost—2c0s2t,cos1 —2c08 21,—c08 1 +2¢08 21) luego
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H‘P(r)x p” = \/§|c0st —2c0s 21|

=(\Pz(t)P1—\P1(f)Pz)£= cost—2cos2t
W, p, —¥,()p,| |B| |cost—2cos 2|

por lo que @(t) = ﬂ(‘P(t)) = (6sint+cost—2cos2t+4,\/§cost—2\/§c0521) .

Sy

Figura 7.

Curva luego de ser transformada mediante

U(t)

Nl

)

Ahora se realizara el proceso inverso, en la primera parte se tuvo una curva en R3 y
. ., = , . .
mediante la eleccion de un vector no nulo # €IP se convertia en el eje principal del plano R?.

‘P(t) (S RZ

En este caso el punto de partida es una curva y se desea hallar la ecuacion de la

curva que se obtiene al rotar este plano hacia la cara principal del plano = Ax+BY donde la
direccion del vector 7 ya no se tomara con tanta libertad sino que por simplicidad se
considerard p = (1, 0) un vector fijo, mas adelante veremos que la eleccion de esta direccion

no representa ninguna restriccion.



Figura 8.

Curva ¥ (t) y preimagen p del eje principal s

W(t) = (Wa(t), Wa(t))

7] P=(1a0)

Sea W (t)=(¥,(t),¥,(t))Vte ¥ mediante la aplicacion u: R* - R? tal que

((0)) = (0)= (¥, (). %, (1) = (1 (1), 1), s 1)

Como en los casos vistos en la seccion 2.1.4 se toma un vector unitario s del lado principal

de larecta Ax+ By =0.

s=[ 5 —415) OJE]P)

J42+B BJA+B

35
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Figura 9.

Rotacion especial p de la curva Wy (r)

[}

Es importante notar que s es la imagen de p=(1,0) mediante x, como se indico
anteriormente, se busca que s se convierta en este eje positivo del plano osculador IP. Sea y el

angulo agudo de inclinacion entre el plano P y el plano XY entonces de la Proposicion 2.15.

se sabe que‘tan( ﬂ)‘:tan(;/):\/zal2 +B? . Luego para cada valor de ¢ tomemos el punto

Y(1)= (@1 (1), %2 (2), ¥ (t)) cuya proyeccion al plano XY es ¥'(¢) = (@1 (1), (t),O) , sea
d la distancia de @'(t) hacia larecta Ax+ By =0y 4 aladistancia de ‘T’(z) a la misma recta.

,de ello se deduce que ¥, (t)ZO

Observemos que de la Figura 8 que h:“}’z (1)

cuando W (t) esté sobre el plano XY y negativo en caso contrario. Podemos expresar ‘¥ (t)
en coordenadas polares como

Y(t)= ( H‘P(z)u cos(0),

‘P(t)” sin(@)) , 0[]

de donde

(0|0 cox(9) %, ()| ¥(0)] sn(0)
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cos(9)=qjl—(t) A sin(@)z\yz—(t)VteDom(‘P)

[ ()] ¥ ()]

siempre que ¥ (t) #0. Por otro lado, recordemos que

p-Y(1)

Pl )]

cos(0)

Esta igualdad es valida para todo 96[—72’, 7z] por lo estudiado en ( 2.2.4), de este modo
como el dngulo formado por p=(1,0) y W(¢) es el mismo que el formado por s y @(z‘) ,

teniendo en cuenta que [W(1)|= Hq’(t)

s|| =1entonces

9

cos(6)

s W() 1 [ 1 —A|B| -

RO T T s 8| (0 F 0.5 0

cos(0) ! {|B|$l(t)_,4|3|@(t)]

e\ VLB BL 4B
BN A* + B* ¥ (1) cos(0) = B|B|W: (1) A|B|W: (1)

BY (1) - A3 (1) = 247+ B | ¥ (1) cos (6)

8]

B (1)=A¥: ()= (VA + B ), (1) (22.10)

B
3]
De la Figura 9 también se tiene que

L d
h

N vy
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La distancia d entre @'(t) alarecta Ax+ By =0 viene dada por

d | A%\ (1) + BY: (1)
B JAa*+ B2

de estas dos tltimas igualdades y del hecho que 4 = “Pz (t)‘ se sigue que

1 _d_‘Agl(t)+B§2(I)‘
1+ A£2+8 h “Pz(t)‘\//12+B2

\th (t)NAZ+Bz B
J1+ 4>+ B?

— — ¥, ()| A +B
‘A‘Iﬂ(t)-l—B‘Pz(t)‘:‘ j/flﬂﬁ

‘A@l (l‘)-i-Bl?z (t)‘

Se sabe que Vs =AY, (l)+B‘T’z (l) por ser una curva plana contenida en

Z = AX + BY , ademas v, (t) sera positivo cuando ¥, (t) esté sobre el plano XY y negativo

en caso contrario, puesto que el eje U pasé a convertirse en la recta 4x+ By =0 entonces el

signo  de s (t) dependera  solo  de Y, (t) En  otras  palabras

¥, )= AV (t) +BY, (t) >0< W,(r) 0. Por lo que podemos escribir

AW, () + BY2 (1) = \Pj% (2.2.11)

Las ecuaciones ( 2.2.10) y ( 2.2.11) se resuelven para ¥, (t) y W2 (t)
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BY (t)-A¥: (t)=—NA+B*Y (t)

B

18]
VA + B ¥

Ji+ 4% + B ()

AV (Z)+B@2(l‘)=

multiplicando la primera ecuacion por B y la segunda por 4 y sumando se tiene

B, (1)- ABY: (1) = 5 |(\/A2+Bz)‘{' (1)

A A* + B?

—Y¥,(1)
\J1+ A* + B? ?

A (t)+ ABY:2 (1) =

de donde
(42 +B°) W _B 2 ANA+ B
1(1)_|B| P+ B’ (1)+ NEvava W, (1)
()= Ay (e ALE Ly
(A2+Bz) S (B £ B
o 18] % 2.2.12
¥ (1) = ¥ (1)+ ¥, (1) (2.2.12)
d JA4 1B 10 Je+p N+ £2+8

Del mismo modo, multiplicando la primera ecuacion por -4 y la segunda por B y

sumando se obtiene

~ABY, (t)+A2@(;):__ £ 4B (1)

1B
BN\ A* + B?

J1+ 4% + B?

ABW:(1)+ B> (1) = ¥, (1)
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(A2+B2)$2(z)_—AB\/ 2+ B, (1) + A+ B =¥, (0)

|B| 1,4232

B

= —4B
W (1) = ——=— W, (1)+
() BN 4> + B ) J2+ B 1+ 42+ B

(1) (2.2.13)

Finalmente, como ¥, (t) = AV, (t) +BY, (t)

_ B, (1) 4 ¥, (1) ~ABY (1) BY,(1)
\P3(t) |:\/2 2+\/2 2\/ 22 2 +B \/2 2+\/2 2\/2 2 2
A*+B A*+B* N1+ A4*+B |B|NA*+B A*+B*N1+ A*+B
_ AB| 4B’ { A B }
Wi (1) =", (¢ - +¥,(2) +
0= )[\/AZ+B2 |B|x/A2+82] N BN £+ B 2B 1+ 4+ B

— AB* — AB? A+ B
¥, ()=,
(1) ()[|B|\/ ] L/A2+BZ\/I+A2+B2}

JA* + B
J1+ 4% + B

Wi (1) =", (1)

Por lo tanto, ,u(‘I’(t)) = ,u(‘I’1 (t),‘I’Z (t)) = (‘Pl (t),@z (t),@s (t)) estd dada por

S oo 1Bl 4

¥ ()= 2w (1) + ¥ (1)

()= Ja42+ B Ja+B N+ 4£+B °

57 =i\y () + B
BNA+B T A+ B 1+ 41 B

JA* + B

J1+ A2+ B

¥, (1) (2.2.14)

@3 (1)2 \Pz(t)
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Observacion 2.34.

De las ecuaciones anteriores se cumple que

—2

Wi (1) + W5 (1) = 2 (z)+—q’5 ) (22.15)

1+ 4>+ B?

En efecto, por simplicidad sea w= 4> + B entonces:

— —2 o |[[BY,()  AY,() ’ ~ABY,(t) BY,(t) ’
‘P‘(’)”’z(’){ NN el I RPN ol
— . BY] (t)+2A\B\‘P1(t)\Pz(t)+ AY; (1)

(1) ¥ (1) =~ (WVrw— (w)(1+w)

LBV (1) 248", 0¥, (1) BY3(1)

’ B*w ‘B‘w 1+w w(l+w)
—2 —2 _ w 2 w 2 _yp? ‘P;(t)
THOISHO) [W}\Pl(z){wmw)}wz(z) w2t

Observacion 2.35.

Laeleccionde p = (1, 0) fue impuesta de forma un tanto forzosa, si antes de aplicar u
se rota en sentido antihorario ‘P(t ) un determinado dngulo & entonces, por las ecuaciones (
2.2.14) en lugar de tomar Y, (t) y 'Y, (t) se toma

Wi (t)=cos(5)Y, (t)—sin(5)¥, (¢)

W2 (t) =sin(8) ¥, (¢)+cos ()W, (1)
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De esta manera el vector pserd p= (cos(5 ),sin(5 )) y la curva puede ser rotada
previamente. La rotacion especial 4 también nos permite obtener un vector normal al plano

en la cara principal, este vector esta dado por N = ,u(l,O) X ,u(O,l) ,de (2.2.14) se tiene que

N[ B -ap M 4 8 m}

- s 90 ’ ’
NA + B |BNA* + B N+ B+ £+ B NA+B 1+ £ +B 1+ 42+ B

N ~AB -|B| B
BN1+ £+ B> 1+ 4 +B |B1+ 4>+ B

La importancia de la normal N radica en conocer su direccion, mas no su magnitud

por lo que puede considerarse
N= [j,—l,lj (2.2.16)

siempre que B=0.

2.2.2 Rotaciones especiales inversas

Teorema 2.36.

Las aplicaciones A, u asi definidas son inversas.

Demostracion:
Sea (x,y,z) €R3 tal que z = Ax+ By, B#0 se sabe que

(x.3.2).p |(x0.2)xp]

A(x,y,2)= ,
1] I
Donde = WPL=%P:) B
lyp, —xp,| || B]

Por otro lado
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e )[|B| y 4B B o,
TR i B N N e

Donde u (a,b) pertenece al plano inclinado z = Ax+ By , w= A" + B>. Primero se

probara que o A = igs .

B
Sea (x,y,z)eR3con z=0 y p:( ,—A%,O] entonces

|B|J
y|B|+x4—
Opw) B [" o) 2 (BlBly+ a18]x)
o —p| (B Bl Bl |B|B]y+4|B|x]

|B|+xA

=2 (2.2.17)

también se tiene

1(A(x,,2))= ﬂ[(x’ :2).p : (0,2)<7) K]

17|

(18 [(r2)p], 4 (x,y,Z)XPHK 4B [ (x.0.2)p |
“(”x’y’z”[ﬁ{ Iol }mﬁ{ Il } { }

Bl vl
B ||(xy.2)xp| Jw | [(x.3.2)x p|
, i (2.2.18)
*mnw{ I#] } mw{ I#l
operando el producto interior y vectorial
(x,y,z).pz(x,y,z).[ ,A@,OJ:‘BMA@)/ (2.2.19)

también
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(x,y,z)x p= (x, y,z)x(|B|,—A%,Oj = {A%z,|8| |B|y A |§| j %(AZ,BZ,—Z)

||(x,y,z)><p”:H%(AZaBZ,—Z) =|Z|\/1+w (2.2.20)
Ademas
||P||—( |B| J _ B+ 47 =w (2.2.21)

Analizando cada componente de y( ﬁ,(( X, z))) y reemplazando ( 2.2.17), ( 2.2.19),

(2.2.20), (2.2.21) en ( 2.2.18)

oy B [Gra)e] 4 [fere)xn]

u(A(x,y, ))1—\/;{ 7l } \/Wﬂ{ |7 }
L [P Al
i 5 | e

2
_B x—ABy_}_A‘Z‘ p
w w

_B'x— 4By A|z|

W w [

B B2x—ABy+A(Ax+By)

w

Bx+A’x
= =X

w

~AB | (x,3.2).p .__B (x’y’Z)XPHK
HAG2), W[ [#] }m—[ |l }



—AB

iyt B B @ +L
—”,,”ww@ﬂ A2 il

2
_ —4B|B|x+4’|B|y +B|z| .
|B|w w

_ —ABx+A2y+B|Z|i

w w ||

B ~ABx+ A’y N B(Ax+ By)
w w

B Ay+By B
w

ﬂ(ﬂ(x,y,Z))g - \/%[H(xm;”)xpu K}

&
o

Por lo tanto

,u()t(x,y,z)) (x, y,z)

por consiguiente

oA =ips

Z|\/1+WK':|

45

(2.2.22)

Ahora se probard que Aoy = igz. Sea (x,y)eR? con y#0 si w= A"+ B’ entonces
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i(ﬂ(x,y))—[”()ﬁpm lete)xe HK] (2223)

luego u (X, y) se encuentra sobre el plano inclinado z= 4Ax+ By , se elige un punto p enla

interseccion con el plano XY es p = (| B|,- AH,OJ cuya norma es
B

] = (2.2.24)
Operando el producto interno y vectorial
()= Bx Ay —4Bx By ww [ L ,0]
Jw J_ J+w |B|J_ Jw\l+w J1+w
_|Bfx AlBly 4B ( A|B|] By [ |B|]
Jw \/_\/1+ |B|\/_ Jwl+w
_|Bx ABly  ABjx_AlBly
NN N [ |B|\/_ JliEw
:Bzx+A2x
Jw
_ S (2.2.25)

Por otro lado

(5 [|B| Ay -ABx By plw JX[
G e (B N N

—A@ Oj
B’

P |B|{|B| } g| ABx, B
Jw \/_\/r Bw  wiw

[ Bl

B \/l+w
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y\/_ ABx__ A'|Bly 4B B|B|y]

N RN A RN R ¥ e

1B yJ_ yﬁ (#]B|y+8°|B]y)
B \/l+w \/l+w’ B\/;\/ljtw

BJ1+W J1+w’_ Bdw1+w

B\/l-l-w J1+w’ Bl+w

[
|
(A|B| oo gy ol (A2|B|y+BZ|B|y>J
i

P y\/_ yﬁ _ﬁlBly]

Luego

v|BNw
Bl+w

(4,B,-1)| =

Jis(x.3)x pl =

f/@ |B]4* + B> +1
w

| (2.2.26)

Ademas, por la definicion de ~ en ( 2.2.8) se tiene que

_ (IUZ (x’y)pl_:ul(an’)Pz) B

"u2 (x,y)p] —H (X,y)pz‘ |B|

agy By | [Bx 4y 8]
_£|B|J_ ot | i ‘AB}E

—ABx By 18]~ |B|x Ay "—AH_ |31

|B|«/_ Jwitew |1 [ w el B
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( ~ABx  B|Bly } apx  A[Bly ]
S wiw | BJ_JT

‘ ~ABx B|B|y} aBx  A|Bly

) —
(>~

3]

J_ T T Jw BJ_J1+W

B*|B|y+4’|B|y
B B\/;\/I-I-W B
|B2 |B|y+4° |B|y| 1]

BIw\l+w

(o)
wBly | [B]

st

:[3_ B _Y (2.2.27)
‘IBIy Y

Analizando cada componente de i( w(x, y)) , reemplazando ( 2.2.24), ( 2.2.25), ( 2.2.26), (

2.2.27)en (2.2.23)

e

Ip| Ip|

Je(ev)<p| ]y
12| ol 1]

2 (#(x,3)) =

por lo que

A(u(x7))=(x»)

dop=ig. (2.2.28)

de (2.2.22), ( 2.2.28) se concluye que



49

Teorema 2.37.

La curvatura de un camino « (l) es invariante ante las rotaciones especiales A y 4 .

Demostracion:

Se deben notar que tanto 4 como 4 son transformaciones lineales, basta probar

cualquiera de ellas. Sea W(¢) de clase C* una curva en el plano de curvatura k() y

u(¥@)= W(7) entonces del Teorema 2.12. se tiene que la curvatura l;(t) de @(t) esta dada

_ H@'(z)x\?"(z)u
por k() ="——5— y
[¥ol
3] 4 B Jw
VY.,V )=|-=Y¥ (¢ Wo(t ‘P N+——=Y,(t WYo(t
,U( 1 2) \/; 1()+\/;\/r () 1()+\/;m 2()\/— ,(0)
|B| A _ -A4B

de donde para simplificar los pasos se hace a=-=, b=
Jw Jw

w«/l+w’ C_|B|\/;’

—_— entonces derivando
NwAll+w 1+w

Y() = (a¥,()+bY,(0),c¥, () +dV,(1),e¥,(1) )
Y1) =(a¥',(6) + bW, (1), ¥ (1) +d ¥, (£), eV ', (1) )
W) = (aP ", () + D", (1), " (1) +dP " (1), P " (2) )
luego

¥'(6)xP"(¢) =(ec[¥",¥",—¥" W, ], —eb[ ¥, ¥",— V" W, ], (ad —bc)[ ¥, P",— ", W,])
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tomando norma H@'(t)x@"(t)”=|‘P'1‘P“z—‘{’"l\P'2|||(ec,—eb,ad —bc)” y  operando

ec,—ea,ad —bc)|| y teniendo en cuenta que ad —bc = _B se obtiene
( ) |BV1+w

2
H(ec, —ea,ad —bc)H2 = 4B + _|B| + B = A +B +1 =1
|B|N1+w Ji+w |B|V1+w 1+w
H@'(t) x @“(r)” =W, w,- |

Por otro lado, observe que o’ +c* =1, b>+d*>+e° =1y ab+cd =0 teniendo esto en cuenta
H\Tf’(t)”2 = (P + 200 WD)+ (Y T+ 2d P P Y )+

—

H‘P'(t)” =¥ +¥" por lo que

o] =i

‘3/2

Finalmente (1) H‘I’ () x ¥ "(t)H BEAR S & A ‘o

[ o e

2.3 Rotaciones en R"
2.3.1 Rotaciones en R*

Dado un vector p =(x,y) €R? en el sistema XY. Si >0 entonces las coordenadas
de p'=(x',y") el vector que se obtiene al rotar P un dngulo @ en sentido antihorario

alrededor del origen. Se cumple que

x'=xcos@+ ysind

y'=-xsin@+ ycosb

La relacion anterior puede expresarse en forma matricial del siguiente modo
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x' [ cos @ sinf )\ x
y' | =sin@ cos@ y
la matriz

( cosf sin 9]
R(O)=

—sin@ cosd

es invertible para todo & real, se verifica que det R(@)=1y R'(6) = R(6)". Una matriz que

cumple esta segunda igualdad es llamada matriz ortogonal y si verifica ambas se llama matriz

de rotacion. Si R(0), R(6,) Y R(6,)son matrices de rotacion entonces se cumple
i) R(6)R(6,)=R(6 +6,)=R(6,)R(6)
i) R(6+2km)=R(O) Vk el
iii) R(0)"' = R(-0)

iv) R(0)=1

Con la multiplicacion de matrices y con las igualdades R(0)=1, R(O)"' = R(—0) ¢l
conjunto de todas las matrices de rotacion formard una estructura algebraica denominada
grupo.

2.3.2 Rotaciones en R3

En R3 las rotaciones se dan respecto a un eje, considere p = (x, y,z) € R* un vector el

cual debe ser rotado un dngulo @ alrededor de un eje de giro o eje de rotacion que pasa por el

origen, digamos # .
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Figura 10.

Rotacion de un vector p alrededor de n en sentido antihorario

La rotacion es tal que se respetard la regla de la mano derecha rotando en sentido

antihorario. Se busca una matriz de orden 3x3 denotada por R(n,0) de tal forma que
p'=R(n,0)p. Algunas de las propiedades que se espera que satisfaga dicha matriz son

similares para el caso de dos dimensiones.

i) R(n,0+2kr)=R(n,0)
ii) R(n,0)" =R(n,-0)=R(-n,0) (2.3.1)

iii) R(n,0)=1

Laigualdad R(n,—0) = R(—n,0) enii) nos dice que rotar P en sentido antihorario un
angulo —@ sobren ,es lo mismo que rotar el vector p alrededor de —n un angulo @ . Debe
observarse que R(n,0,)R(n,6,) = R(n,0, +0,) representa dos rotaciones sobre el mismo eje de
giro » con angulos 0, y6,.

La condicién i) dice que gira angulos superiores a 277 pueden simplificarse, en realidad

puede restringirse solo hasta [0, 7] gracias a la condicion ii). Y la condicidn iii) dice que rotar
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un angulo O es mantener fijo el vector p . Como se vera mas adelante, existen tres matrices

importantes que nos permitirdan descomponer cada matriz de rotacién en R® ademas la matriz
buscada R(n,8) vendra dada por la formula de rotacion de Rodrigues.
2.3.3 Los angulos de Euler

Como caso particular a las rotaciones en R* tenemos las rotaciones alrededor de los

ejes coordenados, es decir considerando n =i, j,k los vectores canonicos. Las matrices de

rotacion asociadas a estos ejes las denotamos por R (@), R, (5) y R.(6) estan dadas por

1 0 0 cosfp 0 sing cosd —sind O
R(x)=|0 cosa —sina |, R (B) 0 1 0 |,R(@)=|sinf cosd O
0 sina cosa —sinff 0 cospf 0 0 1

(Slabaugh, 1999).

No es de sorprender que estas matrices guarden una relacion con las matrices de
rotaciones en R? pues estas pueden interpretarse como rotaciones alrededor del eje Z . Los
angulosa, By € son conocidos como los angulos de Euler. Es posible componer tres
rotaciones sucesivas R = R ()R (B)R,(«) , aunque debe tenerse cuidado con el orden pues en
general las matrices no conmutan. Mas adelante se vera que toda matriz de rotacion R siempre
puede descomponerse en un producto R=R_ ()R (S)R («) paraciertos «, £, & <R aunque

esta descomposicion no es unica.

2.3.4 La formula de rotacion de Rodrigues
En la seccién anterior no se mostré que forma debia tener la matriz en R® buscada, la
respuesta a esta incognita nos la dara la formula de rotacion de Rodrigues. El eje de rotacion

puede considerarse por simplicidad unitario ya que solo importa el sentido de la rotaciéon y no



54

su magnitud. Asi pues, en un espacio tridimensional una rotacién quedara definida en base a
un vector unitario » y un namero real & .

El siguiente resultado se debe a Euler quién lo descubri6 en 1775 haciendo uso de los
cosenos directores de un vector unitario, y posteriormente descubierto por Olinde Rodrigues
en 1840. (Dai, 2015)

Teorema 2.38. (Formula de rotacion de Rodrigues)

Sea n € R® un vector unitario, entonces la matriz de rotacién sobre ! es una

transformacion lineal dada por

R(n,0)=I+(sin@)A, +(1-cosOA’

0 -n, n,
donde A, =| n, 0 -—n
-n, n 0

Muchas veces se escribe también de manera equivalente gracias a la Proposicion 2.20.
R(n,0)=cos0I + (1-cosO)proy, +(sinf)A
antes de demostrar este teorema puede verificarse rapidamente que R(n, &) dado por el teorema

satisface todas las condiciones ( 2.3.7) probemos la condicion ii), se tiene que

R(n,0) =I+(sinO)A, +(1—cos O)A’
entonces
R(n,-0)=1—(sinO)A, +(1—cosO)A>

R(n,0)R(n,~0) = (I +(sinO)A, +(1-cos O)A )(I - (sin)A, +(1-cos O)A} )
=T +sin6A, +(1-cos@)A2 —sinOA, —sin” A’ —sin O(1 —cos O)A]
+(1—cos @A’ +sinO(1—cos O)A° +(1—cos)* A?
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usando la Proposicion 2.20.
R(n,0)R(n,~0) =1 +(2-2cos @ —sin> O) A} +(1-2cos 0 +cos” 0)(-A2 ) =1

del mismo modo R(n,—@)R(n,0) =1 y por tanto R(n,0)" = R(n,—0)

Las otras dos condiciones se verifican inmediatamente. Ahora se dard una demostracion
alternativa para la formula de rotacion Rodrigues en base a las rotaciones especiales.
Demostracion: (Féormula de rotacion de Rodrigues).

Consideremos el siguiente grafico
Figura 11.

Traslacion del plano de rotacion

Nota. En la figura se esta trasladando el plano de rotacion hacia el origen pues es aqui donde

se definieron las rotaciones especiales 1y £ .

Sea @ el angulo de la rotacion, P: z = Ax+ By+C con B#0 el plano que pasa por p

con vector normal », en general P no necesariamente pasa por el origen, para simplificar el
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problema se trasladard P al origen P’: z= Ax+ By, para ello, segun el grafico si n' es la

proyeccién de p sobre n entonces
n'=proy,p=(p-n)p=hn

donde k= p-n , también se define

p'=p-n'=p—kn (2.3.2)
q

Sea » el radio descrito por la rotacion entonces
r=lp=nl=|p—knl
dado que el arco de circunferencia descrita por la rotacion es una curva sobre el plano que pasa

por el origen P' podemos considerar la ecuacion de esta curva como la imagen de una

circunferencia (t ) e ? mediante la rotacion especial 4 , es decir ,u(a (t)) € P'. Sea

a(t)=(rcost,rsint) Vte[0,27]

Para demostrar el teorema se debe obtener un valor adecuado para ! de tal forma que

,u(a (t)) =¢q'. De ( 2.2.16) se sabe que un vector normal al plano P esta dado por

A 1
N=|-——,-1—
B B
Luego, como » es el eje de rotacion unitario (también normal al plano) se tiene que

ne
[V

por lo que

A 1 B
n (n19n23n3):(_Ea_19§) | |
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donde w= 4> + B*, por consiguiente

L ___AlB

Bl w
J+w
Ei

n,=—p—
> Bll+w

resolviendo para A y B se tiene

q=_"n

s (2.3.3)
p=_"

n,

Sea u = p(r,0) un vector perteneciente a la recta Ax+ By =0 en el lado principal de
larecta Ax+ By=0.Como @ es el angulo positivo formado entre p'y ' pues si pérdida de

generalidad se puede considerar una rotacion antihoraria, también se define @ como el angulo
que va desde u hasta p', este angulo puede ser negativo (06[—7Z,7T] , dependiendo de la

proyeccion de p .
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Figura 12.

Los dos casos de proyecciondep y q

Del grafico se observa que en cualquier caso ¢t =68+ ¢, sea g* la preimagen de ¢g'esto

es u(gq*)=q' entonces se cumple que
q*=a(t)=a(8+¢)=(rcosfcosp—rsinfsing,rsinfcosp+rcosdsing) (2.3.4)

Luego
q'=p(q%)=u(a(0+0))

por lo que solo queda obtener los valores desin ¢ y COS® pues tanto » y & son valores

conocidos.

Primera parte: Hallando cos¢

De la Figura 12 se observa que @ es el angulo entre Il y p' entonces

u .

pV
el

cosQ =
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La igualdad anterior es valida para todo @ € [—ﬂ,ﬂ] como se estudid en la seccion

(2.2.1). Puesto que U es el vector que se obtiene al intersecar los planos z=0 A z= Ax+ By

con primera componente positiva, siendo este el lado principal puede considerarse

uz(l,—é,OJ
B

u=[L—£HOJ (2.3.5)
n,
Jnt+nt
teniendo en cuenta que ”U” = T yr= ||p —kn”
2

COS¢:u~(p_kn)_ |n2| [[L_ﬂ,()).(pl_knl’pz_knz,p3_kn3)

o=kl o+ [

CoOSQp = |n2| {pl _knl - Pl +knl} = —[]91”2 _pznl] M

2 2
1, ryni+n;

Siempre que 7, #0. Recordando la propiedad de las rotaciones negativas

R(n,0) = R(—n,—6), puede considerarsel, < 0. (El caso 1, =0 no se toma en cuenta ya que esto

implicaria que B =0) finalmente

cosQ = hb, "B (2.3.6)

2 2
rynl +n;

Segunda parte: Hallando sin ¢

Dado que

gn¢:”p?”” (2.3.7)
2]



Siempre que @ € [0, 7T] , Se tiene que

pxu =(p—kn)><u:(p1 —kny, p, —kn,, p, _kn3)><[l,_ﬂ,oj

n,

n nn pn, kn’
:(—1p3—k1—3,p3—kn3,— 1 1+—1—p2+kn2J
n2 nZ nZ nZ

1
= n_(n1p3 —knyny, pyny —knyng,—pyny +knf = pyn, +kn22)
)
1
= —(I’llp3 —kn,ny, psn, —kn2n3,—(p1nl +p2n2)+k(n12 +n22 ))

n,

1
= n_(n1p3 —knn,, p;n, —kn2n3,—(k _p3”3)+k(1_n32))
2
1
= —(n1p3 —kmny, psn, —kn,n,, psn, _kn32)
2

1
:n_(nl(ps —kn3),n2 (p3 —kn3),n3 (p3 —an))

2

_ (p3 _kn3)(nl,n2,n3)
n,

|p3—kn3|

|”2|

Esto implica que |p'xu| =

||| , dado que » es unitario

—kn
=P e
2

reemplazando este Ultimo resultado en ( 2.3.7)

lpoxul _ pxu]  _ m| e[ py

sing =

' = =
p—kn|¥=——
|”2|

60
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Esta igualdad es solo valida cuando ¢ € [0,77]. Si pe [—ﬁ,O] debemos agregar un

signo negativo en esta ultima igualdad. Sea ¢ ==1 el factor de compensacion, por lo definido

en ( 2.2.6) se tiene que

Czﬁ(ulp'z_”zpvl)
|B| [u,p's~u,p'|

reemplazando ( 2.3.2), (2.3.3) y ( 2.3.5)

Czﬁ(ulp‘z_”zp'l)

|B| |u]p'2—u2p'1|
:_”2|”3|(pz—kn2+(”1/”z)(pl_k”1))
|112|113 ‘pz—kn2+(nl/n2)(pl—knl)‘

_h |n3| (pznz _kn22 + o —knf)@
|n2|n3 ‘pznz —kn; + pin, _knlz‘ n,

_ —|n3| (pznz + pymy —kn, _knlz)
n ‘pznz + pymy —knj _knlz‘

:_|n|(k—p3n3—k(nf+n22)) puesk=n-p
1y k—p3n3—k(n12+n22)‘
:_|n3|(k—p3n3—k(l—n32))
1y k—p3n3—k(l—n32)‘
_ —|7’l3| (kl’l32 p3n3)
1y ‘kn32 p3n3‘
=—(kn3—p3)
|kn3—p3|
De este modo
singpzMC,V(oe[—ﬁ,ﬁ]

2 2
ryn; +n;
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sing =

|p3 _k”3| (_(kna —p3)]
r,/nlz +1122 |kn3 _P3|

sing=L2"M vy e[ -m,x] (2.3.8)

/2 2
r n1+n2

de (2.3.6)y (2.3.8)en( 2.3.4)

g* =(rcos@cos g —rsinfsin @,rsindcos @ +rcosOsin @)
—| rcosg| P2l | ging Pk ,rsin @ Py "By cosg| L2
ryn? +n? rynt +n’ rynt +n’ n +n;
_ mp, —mp, | . —kn np, —n,p,
= cos0{—\/m J SIHGE—WJ s1nt9[—\/m J+cos6{ " +n B
1 2 1 2 1 2 1 2

=(Q1’Q2)

donde

0, =cosd mp, =~ p sin&[ py —kn, J

[ 2 2 /2 2
I’ll+l’l2 n1+n2

. - —kn
0, =siné LV SV +cos9{—p3 3}

[ 2 2
n +n,

dado que q'= ,u( ) (Ql,Qz) se tendra

18]
q', = \/—Q1 \/—\/TQz
. —AB
q,= |B|\/_Q1 \/—\/er

| Aw
Q3—|:\/T}Qz
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donde
2 2 )
w=d B =| | | | AT
n, n, n32
luego
2 2
\/;= o ANIT+Ww=—
| |
Hallando ¢,
L. 0
q' = \/_ 1 \/— /—1+ 2
|B| | cos&(n,p, —n,p,)—sin6( p, —kny) . A sin@(n, p, —n,p, ) +cos6(p, —kn,)

q' =
1 '\/;_ 1’n12+n22 \/;’\/1+W ’n12+n§

"o |B| _COSQ(n]pZ—nzpl)—sinﬁ(p3—kn3)_ A _sinﬁ(n,pz—n2p1)+cos0(p3—kn3)

T | | Todiew| <

g =2 —— —— [ cosO(mp, —n,p,)—sinO( p, —kn,) |+ ( j [sin@(mp, —n,p,)+cosO(p; —kn,) |
n, w|n3| 3
' |I’l | 1
q :(n12 _:nz)[cose(nlp2 nzpl)—51n6’(p3—kn3)] (n] lzz)[sm@ np,—n,p,)+cosd(p; - kn3)]
o in &
q' = (n?oﬁg)DnzK’sz —n2p1)—n1n3 (p3 —kn, ):"*‘ﬁl:_hﬁ(ps _kns)_”1”3 (”1p2 Y )]

puesto que 7, <0
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, cosd ) ) sin @ )
q', = —(n2 +n2) I:—nlnzp2 +n; p, —nn, p; +knn; ]+—(n2 +nz)|:nzp3 —kn,n, —n;n,p, +nln3n2p]]
1 2 1 2

cos @

2 2
9" =75 [_nl (n,p, +myps ) +ny py + knyng :l
(n +n3)
sin & )
3 3 I:nzp3 _(nlpl +n,p, +np; )nzns —nnp,+ n1n3n2p,]
(n +n3)
cosd ) )
9" =755 [—nl(k—n1p1)+n2pl+knln3}
(nf +n3)
(n2 e ) I:nzp3 My py = Ny Py — Iy Py — I iy Py + n1n3n2p1]
1T

pues k=np, +n,p, +n,p,

cos ) ) )
LR
9. =75 [_kn1+”1p1+”2p1+kn1”3:|
(n +n3)
sin @ 5 5 )
(n2 o ) [nzps — I Py =y Py — Myl Py — I T Py + n1n2n3pl]
IR

O v I R R G e ICH B Ca T
1 2 1 2

e LR RN e (IR
1 2 1 2

Como ||n|| =1 se tiene que 1-7 =n +n’ luego

q', =cos @[ p, —kn|+sinO[n,p, —n,p, |
del mismo modo se obtiene
q', =cos @[ p, —kn,|+sin0[n;p, —n,p,|

q'y =cosO| p, —kny]|+sinO[n p, —n,p,]
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de esta manera
q'= cose(pl —kny, p, —kn,, p; _kn3)+5in‘9|:(nzp3 TPy Dy Py, Py, — L Py )]

q'=cosO(p—kn)+sind(nxp) (2.3.9)

reemplazando ( 2.3.9) en ( 2.3.2)
q'=q—kn=cosO(p—kn)+sin@(nxp)
q=cosO(p—kn)—(p—kn)+ p+sind(nxp)
q=p+(cos@-1)(p—kn)+sin@(nxp)
q=p+(cos@—1) p—(cos@—1)kn+sin@(nx p)
g=cosOp+(1-cos@)kn+sin6(nx p)

q=R(n,0)p =| cos 0 +(1—cos0) proy, +(sinf) A, | p
equivalentemente

q=R(n,0)p=[I+(1-cosO)A] +sin6A, |p

R(n,0)=1+sinOA, +(1-cosd)A; (2.3.10)
lo que completa la demostracion.
Proposicion 2.39.

Sea R (n, 49) la matriz de rotaciéon de Rodrigues entonces Tr(R (n, 0)) =1+2cosf y

2nsinf = (R32 -R,,R;—-R,,R, — R, ) . (Three-Dimensional Rotation Matrices, 2012).
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Demostracion:

Puesto que R(n,6)=1+(1—cos@)A. +sinbA, se tiene que

1 00 n'-1 nn, nn, 0 -n, n,
R(n,0)=0 1 0 +(1—cos 9) nn, n—-1 mnn, |+sin@| n, 0 -—n
0 0 1 nn, nn,  ny—1 -n, n 0

cos@+n (1-cosd)  nmn,(1-cos@)—n,sind nn,(1-cosB)+n,sind
R(n,0)=| nn,(1—cos@)+nysin@  cos@+n; (1-cos@)  n,n, (1-cosd)—n,sind
nny (1-cos@)—n,sin@ nn,(1—cosd)+nsind  cosO+n; (1-cosb)
de donde
Tr(R(n,0)) :’,’scost9+(n]2 +n; +n32)(1—cos6’):1+20039
por otro lado, se observa que
Ry, —R,; = n,n, (1—cos @) +n,sin @ —n,n, (1—cos @) +n, sin @ = 2n, sin &
R, —R, =nn,(1-cos@)+n,sin@—nn, (1-cos@)+n,sin6 =2n, sin O

R, —R, =nn,(1-cos@)+n,sin@—nn, (1-cos@)+n,sin@ =2n,sin &

2nsinf = (R32 —R,,R;—R,,R,, —Rlz)

2.3.5 El vector de Rodrigues-Gibbs y composicion finita de rotaciones

Luego de presentar la formula de Rodrigues para la rotacion de vectores se podria

pensar que realizar dos rotaciones sucesivas en torno a dos ejes 7, y 1, con angulos 6, y 6,
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es inmediata, es decir se necita calcular la primera rotaciéon de un vector no nulo p dada por
R(n,,0,)p , enseguida se calcula la segunda rotacion R(nl,Hl)[R(nz, 6,) p].

Figura 13.

Composicion de dos rotaciones sucesivas en torno a diferentes ejes

Esto implicaria calcular R(n,,0)R(n,,0,)p, = R(n,,6,)p, = p;, lo que llevaria a un

calculo extenso para hallar p; , y mas aiin para una cantidad finita de composiciones pues solo

basta ver de ( 2.3.10), que R(n,8) se puede expresar matricialmente como

cos@+n (1-cosd)  nn,(1-cos@)—n,sin@ nn,(1-cos)+n,sind
R(n,0) =| nn,(1-cos@)+n,sinf  cos@+n;(1-cosf)  nyny(1—cos@)—n sinf (2.3.11)
nn, (1—cos@)—n,sin@ nyn, (1—cos@)+nsin@  cosd+n; (1—cosf)

Puesto R(n,0) es una matriz de rotacion, tiene sentido esperar que el producto de
R(n,,6,)R(n,,0,) sea otra matriz de rotacion R(n,0) tal que R(n,0)=R(n,,0,)R(n,,0,) por lo
que debe existir una relacion entre n,6 con n,,n,,6, y0,.

La siguiente definicion se debe a Willard Gibbs quién introdujo un vector usando la

mitad de la tangente del angulo de rotacion, que llamo “vector semitangente”. Dependiendo de
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la fuente que se consulte, actualmente este vector es llamado vector de Rodrigues o vector de
Gibbs. (Valdenebro, 2016)

Definicion 2.40.

Sea n € R3 un vector no nulo tal que ||n|| =lyfe [O, 7[) entonces se llamara vector

de Cayley—Gibbs—Rodrigues
0
f(n, 9) = tan[—jn
2
(Valdenebro, 2016)

Con esta definicion el vector 7 ya no es unitario, sino que pose norma

tan (QJ‘ .Sino
2

hay confusion solo se representard el vector de Gibbs—Rodrigues por r y no por r( n, 6?).

Lema 2.41.

Sea n € R3 un vector unitario no nuloy 0 [O, 72') un 4ngulo de rotacion, si p e R3

entonces

2 2)
R(n,0)=1+—|A_+AZ|=R
() 1+Z"T( otz =R

(Valdenebro, 2016)

Demostracion:
0 -n, n, 0 —tn, 1,
Puesto que A, =| n;, 0 -n | entonces A, =| in, 0 -m |=A,,, porla
-n, n 0 ~tn, tn 0

formula de rotacion de Rodrigues ( 2.3.10) se tiene



69

R(n,0) =1 +sin A, +(1-cos @) A2

R(n,0)=1+2 sin(g) cos(g)/\n +2sin? (g)Aﬁ

R(n,0)=1+2 tan(g) cos? (g)An +2tan? (g) cos’ (g)Ai

R(n,0) =1 +2cos> (g) [tan(g)An + tanz(g)A%}

5 2
R(n,0)=1 +—|:An tan(6/2) +(An tan(6/ 2)) }

20
sec (2)
R(n,0)=1+;[A +A2}:I+ 2 [A +A2:|.
2 toT l+z-zL ¢ 7
I +tan (5)

Con esta nueva representacion para rotaciones la expresion R(7) sera mas amigable al

momento de componer dos rotaciones sin necesidad de pasar dos veces por la formula (2.3.11),
esto se ve en el siguiente teorema.

Teorema 2.42. (Teorema de la composicion de rotaciones)

Si R(z,)R(z,) = R(7) entonces

L _ntntnXn

l-7,-7,
(Pujol, 2013)
Demostracion:

Se sabe de la Proposicion 2.39. como calcular » y 6 a partir de R(n,6). Sea
@ B o =|b||=|n|[=1 3
7, :tan(E)a s T, :tan(z)by r:tan(E)n con ||a||—|| ||—||n||— , dado p €R® un vector no

nulo, si
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p'=R(n,0)p, = R(a,a)R(, f)p,

Denotemos por R, al elemento j; de R(n,0) entonces por (2.3.11)y por la Proposicion
2.30.

Rjj = R;j(n,0) = cos(0)3j; + (1~ cos O)m;n j —sin(0)d-1,. (2.3.12)
con 7 & {i, j}, por las propiedades de las constantes 5ij y éijr en el capitulo 2.1.4. Del

producto de matrices se tiene

3
R; =Y Ry(a,a)R;;(b,p)
k=1

la igualdad (2.3.12) es valida para cualquier @,b,& y 3 por tanto

R = i[cos(a)&ik +(1-cos @)a;a, —sin(c)oy,a, || cos(B)Sy; +(1-cos B)byb; —sin(B)y,b, |

k=1
3
R, = Z [cos(a) cos(/3)0,9;; +cos(a)(1—cos B)8,b,b; —cos(a)sin( B)8,0,,b,
k=1
2.3.13
+(1-cosa)cos(B)o,a,a, +(1-cosa)(l-cos f)a,a,bb, —(1-cosa)sin(S)o,,b,a,a, ( )
—sin(@)cos(B)d,0,,a, —sin(a)(1-cos B)b,b.0, a, +sin(a)sin( ,B)o‘l.kpd,g.mbmap]
Agrupando y teniendo en cuenta las propiedades en la Proposicion 2.29. reemplazando
i) —viii) en (2.3.13)
R; = cos(a)cos(p)o; +cos(a)(1—cos f)bb; +(1-cosa)cos(Baa,
+(1—cos a)(1-cos B)ab,(a-b)—[cos(a)sin(B)b,, +sin(ax) cos(B)a,, |0, (2.3.14)

—(1-cos a)sin()a,(bxa), —sin(a)(1-cos A)b,(bxa), +sin(a)sin(B)| ba, -5, (a-b)|

para hallar la traza de R(»,0) se hace i=; en esta ultima expresion

R, =cos(a)cos(f) +cos(a)(1—cos ﬂ)bf +(1—cosa) cos(ﬂ)af +(1—cosa)(1—cos B)ab,(a-b)
—(1—=cosa)sin(B)a,(bxa), —sin(a)(1 —cos B)b,(bxa), +sin(a)sin(f) [biai - (a b)]
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sumando desde i =1 hasta 3 y teniendo en cuenta las propiedades y la hipotesis

3

Tr(R(n,0))=>_R,

Tr(R(n,0)) =Z3: {cos(a) cos(f3) +cos(a)(1—cos B)b’ +(1—cos &) cos(B)a’

i=1

+(1—=cosa)(1—-cos Bab.(a-b)—(1-cosa)sin(f)a,(bxa),
—sin(a)(1-cos B)b,(bxa), +sin(a)sin(B)[b,a, —(a- b)]}

Dado que a-(bxa)=b-(bxa)=0 se tendra

Tr (R(n, 9)) =3cos(a)cos(f)+cos(a)(1—cos f) ||b||2 +(1—cosa)cos(f) ||a||2
+(1—cosa)(1—cos B)(a-b)* +sin(a)sin(B)[(a-b)—3(a-b)]

Tr(R(n,0)) =3cos(a) cos(B) + cos(ar) + cos( ) — 2 cos(cx) cos(B)
+(1—cosa)(1—cos B)(a-b)* —2sin(a)sin(S)(a-b)

Tr(R(n,0)) = cos(a) cos(B) + cos(a) +cos(B) + (1 —cos a)(1—cos B)(a-b)’ (2.3.15)
—2sin(a)sin(fB)(a-b)

Se define Q como

Q :2cos(gj00s(ﬁj—2sin(gjsin(ﬁj(a-b) (2.3.16)
2 2 2 2
entonces

Q* =4cos’ (zj cos’ (ﬁj -8 cos(zj cos [ﬁj sin(gj sin (ﬁj (a-b)+4sin’ (zj sin’ (ﬁj (a -b)2
2 2 2 2 2 2 2 2

esto es
QO =(1+cosa)(1+cos f)—2sin(a)sin(B)(a- b) + (1—cos a)(1—cos f)(a-b)’

de donde
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Q% =1+cosa +cos B+cosacos B+ (1—cosa)(1—cos B)(a-b)* —2sin(a)sin( B)(a-b) (2.3.17)

reemplazando (2.3.15) en (2.3.17)

QO =1+Tr(R(n,0)) (2.3.18)

De la Proposicion 2.39. en (2.3.18)

9% :1+(1+2c0s9):2+2c0s9:4c0s2(§j

si se considera la solucion positiva

Q- 2005( g j (2.3.19)

de (2.3.19) en (2.3.16)

2c0s( £ Joos| £ |- 2sin{ £ Jsn| £ |(a-8) - 2c05( &
cos@ =cos(%jcos(§j_sm(%j sm@(a.b) (23:20)

Hasta aqui se tiene una relacion entre & con «, 3, a, b, todavia queda relacionar estos

elementos con . Por otro lado, de 1a Proposicion 2.39. se tiene la relacion

2nsin@=(R, — Ry, R, —R,,R, —R,) (2.3.21)

23° 31°

se hallard en forma general R; — R, a partir de (2.3./4) ademés m #1, j
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R,—R, = {cos(a) cos(B)d; +cos(a)(1-cos B)bb; +(1—cosa)cos(f)aa,
+(I-cosa)(l-cos B)ab,(a-b) - [cos(a) sin(f)b,, +sin(a)cos(f)a,, ]dgm
—(I=cosa)sin(B)a;(bxa), —sin(a)(1—cos B)b,(bxa), +sin(a)sin(B)[ba, - 6,(a -b)]}
- {cos(a) cos(B)o; +cos(a)(1—cos B)b,b, +(1-cosa)cos(B)a,a,
+(I-cosa)(1-cos B)a;b,(a-b)- [cos(a) sin(f)b,, +sin(a) cos(f)a,, ]éﬁm
—(l=cosa)sin(fB)a;(bxa), —sin(a)(1-cos B)b,(bxa), +sin(a)sin(B)[b,a, — 5 ,(a -b)]}

Por simetria se eliminan los tres primeros sumandos de R; y R i luego

R~ R, ={(1-cosa)(1-cos f)ab,(a-b) ~[cos(@)sin(B)b, + sin(a) cos(B)a, |6,
—(1—cos@)sin(B)a,(bxa), —sin(@)(1—cos B)b, (bxa), +sin(a)sin(B)[ha, -, (a-b)]}

—~ {(1 —cosa)(1-cos B)a,b,(a-b)—[cos(a)sin(B)b, +sin(a) cos(B)a, |6,
—(1-cos@)sin(B)a, (bxa), —sin(a)(1—cos )b, (bxa), +sin(a)sin(B)[b,a, ~ 5 ,(a-b)]}

agrupando

R, R, =(1-cosa)(1—cos B)a-b)| ab, —ab, |+[cos(a)sin(B)b, +sin(a) cos(B)a,, ][ 6,,, ~0, |

—(1-cosa)sin(B)[ a,(bxa), —a,(bxa), |- sin(a)(1-cos )| b,(bxa), ~b,(bxa), |
+sin(a)sin(B)[ba; —b,a;]}

Aplicando las propiedades de la Proposicion 2.31. y teniendo en cuenta que

0,,—0,, =2 para (i, /) €{(3,2),(1,3),(2,1)} con m#i,j

jim - ijim

R, —R, =(1-cosa)(1-cos f)(a-b)(bxa) +2[cos(a)sin(B)b, +sin(a)cos(f)a, ]
—(1-cosa)sin(B)|a, (a-b)—b, |-sin(a)(1—cos B)[b,(a-b)—a, ] (2.3.22)
+sin(ar) sin(ﬂ)[—(b X a)m]

R, =R, =(1—-cosa)(1-cos B)(a-b)(bxa) +2[cos(a)sin(f)b, +sin(a)cos(B)a, ]
+(1—cosa)sin(f) [bm —-a,(a -b)] +sin(a)(1—cos f) [am -b, (a- b)]
—sin(a)sin(f) (b X a)m

agrupando en dos partes y simplificando cada sumando usando (2.3.16) se tiene
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i) (I-cosa)(1-cosB)(a-b)(bxa) —sin(a)sin(f)(bxa)

= {4 sin’ (%jsinz (g] (a-b)—4sin (%j cos(%j sin(éj cos(
. (a). (p a
{2 sm(;]sm(;j (a-b) —2COS(EJ cos(

[-(bxa),

(SRR

ﬂ(bxa)m
J|@xa,

=2sin sin

(R

=2sin sin

=2sin sin [Q](axb)m

{2005(%)}(axb)m

. 2 [cos(a) sin(fB)b,, +sin(a)cos(B)a,, ] +(1—cos a)sin( ) [bm -a,(a -b)]
) +sin(a)(1—cos ﬂ)[am -b (a -b)]

=2sin sin

NIR NIR N|R NR
N N N ™

=2cos(a)sin(p)b,, +2sin(a)cos(B)a, +b, (1—cos a)sin(f)
—a, (a-b)(1-cosa)sin(f)+a, sin(a)(1—-cos f)—b, (a-b)sin(a)(1—-cos )

=a, [2 sin(a) cos(B) + sin(a)(1—cos f) — (1 —cos @) sin(F)(a -b)]
+b, [2 cos(a)sin(f) + (1 —cos a)sin(f) —sin(a)(1 —cos S)(a- b)]

=a, [sin(a)(1+cos f)—(1—cosa)sin(B)(a-b)]+b, [(1+cos a)sin(B) —sin(a)(1—cos B)(a-b)]

o G D tn(5 o 2
{2 Jo{ 2. So( 2]
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= {2 sin (zj cos [ﬁj a, +2cos (gj sin (ﬁjbm } [2 cos[g] cos(ﬁj —2sin (ﬁ) sin (ﬁj (a- b)}
2 2 2 2 2 2 2 2
reemplazando el valor de QO de (2.3.16)
= _2 sin(gjcos (éjam +2cos(gjsin (é)bm1
i 2 2 2 2) "]
= _2 sin (gj cos(ﬁjam +2cos (ﬂ] sin (ﬁ) b, } _2 cos(gﬂ
i 2 2 2 2 i 2

reemplazando los resultados de i) y ii) en (2.3.22)

(o
(g (o 2 [l 2]

—

Q]

(2.3.23)

puesto que m # i, j se tiene que

Para i=3Aj=2—>m=1

R, —R,, =4sin (ﬁ) sin (ﬁj cos (gj(a xb),
2 2 2
+4sin (gj cos (éj cos (gj a, +4cos (gj sin (ﬁj cos(gjb1
2 2 2 2 2 2

Para i=1IAj=3—>m=2

R,—R, = 4sin(g) sin (ﬁjcos(g)(a xb),
2 2 2
+4sin (gj Ccos (ﬁj cos (gj a, +4cos [z) sin (éj COS(Q) b,
2 2 2 2 2 2

Para i=2Aj=1—->m=3
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R, — R, =4sin (ﬁ) sin (ﬁj cos (gj (axb),
2 2 2
+4sin (gj cos (éj cos (g) a, +4cos (zj sin (ﬁj cos (gj b,
2 2 2 2 2 2

se sigue de (2.3.21)

239 31°

s & Jin| & oo & J(ax)sin{ & Jos| £ e § Ja-acos{ & i £ Jos{ & o
nsin(gj —sin (%jsin(gj(axb)mn (%) cos(gja +cos(%)sin(§jb (2.3.24)

dividiendo (2.3.24) y (2.3.20)

] e Do )
U edelfelS)ee

g ({22 )m( )
AT

o =l (2
T

pero 7, = tan(%)a » T, = tan(g)b Y= tan(g)n

2nsin@= (R, ~ Ry, R~ Ry, R, ~R,)

Por lo tanto, si R(z,)R(z,) = R(z)

_n+5+75%7,

1-7,-7,
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[
Ejemplo 2.43.
12 3 103 2
Sean p=(L,1,1),a=| ——,—=, 2|, b=| —,—, g Z _z
canp =(LL1) (\/14 Ji4 \/14J ( 14" 14 «/14} a=75 Y F=3

calcule R(a,@)R(b, B)p .

Sea

T—tan( )a—tan( )(\/1_4 \/?_4 \/:1"_4j:\/1_4(1,2,3)

B 2 1
7, = tan(— )b tan(— )(\/_ Nk \/EJ m(—, >

por el Teorema 2.42 se tiene que

1 1 1
ﬁ(l’ 2,3)+ E (-1,3,2)+ @[(l, 2,3)x(-1,3, 2)]

1-7,-7, o1

a3l

_LALALXT,

(1,2,3)-(-1,3,2)]

_42(1,2,3) +14(-1,3,2) +(-5,-5.5)
1443 -11

14\/5_ I(J_J_szJ_2+3J_ 5,3V14 +2/14 +5)

~ (-0.170651819347008 , 1.448175080130263 , 2.409708848769259)

luego

+7-7

R(a,)R(b,)p=R(r)p= ([ +

(A, +A2 ])p

operando obtenemos el aproximado



78

R(7)p =(-1.132265680723842 , 0.997109263397610 , 0.850733533547168)

el mismo resultado se obtiene si se calcula primero R(b, f)p y luego R(a,a)(R(b,B)p).

Observacion 2.44.

En general se puede componer una cantidad finita de rotaciones, solo queda aplicar el
ultimo teorema varias veces.

Corolario 2.45.

0.

A
2

Sean 7; :tan[ ju coni=12,.,n las representaciones de Gibbs, siendo 6 un angulo

de rotacion y U; su eje de rotacion, dado P, €R3, si p,, =R(z‘l)R(Tz)...R(Tnfl)R(rn)p

entonces
P =R(7)p
Donde
LS
T, +7T +’Z' XT
N .S S5 . 20 S5 B N T R
’Z' =
k I- T k+1
T ,S1 k=n
n

2.3.6 Generalizacion la formula de rotacion de Rodrigues en R™

En esta seccion n denotard la dimension del espacio y no un vector como se venia
haciendo hasta el momento, esto para evitar confusiones, otra de las razones importantes es
que en R™ no usaremos directamente un eje de giro sino un hiperplano. En la generalizacion
la formula de rotacion de Rodrigues para vectores en R" se definiran dos operaciones entre

vectores n-dimensionales, esto se debe a que el producto vectorial que aparece en la formula
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de Rodrigues solo existe en R3y no es posible extenderla a dimensiones superiores, pero si
contaremos con el producto tensorial que tiene una estrecha relacion con el producto cruz.
Puede decirse que no se trabajara directamente con el eje de rotacion », sino con un hiperplano
al que el eje de rotacion es ortogonal; en R3 esto seria equivalente a trabajar ya no con n sino
con el plano de rotacion. La manera en la que se llevard a cabo el salto a » dimensiones es
mediante la exponencial de matrices. Esto se debe a que existe una relacion entre la exponencial

de la matriz A, y la rotacion de Rodrigues.

Proposicion 2.46.

Dado » e R3 tal que ||n|| =1y 6 R entonces

R(n,0) =exp(6A,)

(Hanson, 2011).
Demostracion:

Teniendo en cuenta la definicion de la exponencial de matrices y la Proposicion 2.20.

o (QAn)k b Hk(An)k &= 9% w & 2k+l
O\ )= =] — 2 =] A A
xp(0A,) kZ; k! +kz_:‘ k! +kz_:‘(2k)'( ) +k_0(2k+1)!( )
oo g2k o g .
exp(HAH):]+;( k)'(_l) (I—proyn)+;(2k+l)'(—l) A,

oxp(00, )= +(1-proy,)| (1 1 en, 30y
(24! (2k+1)!

exp(OA,) =1+ (- proy,)[cos@—1]+ A, sind

exp (A, )=R(n,6)



este es el punto de partida para la siguiente definicion.
Definicion 2.47.

Sean u,v e R™ vectores n-dimensionales no nulos, la aplicacion
®: R™ X R® - R
(u,v) >u®v=uy
es llamada producto tensorial para vectores n-dimensionales. (Hanson, 2011).

En forma extendida se puede expresar

u, uv,  wy, - Wy,
u U,V UV, o UV
2 271 271 2
u®v= (v v v,)=| " . !
u, wy, uy, - uyv,

obsérvese que la componente 7 de u®v es U;V;, es decir

(u®v) =uyv,

g i
es claro que el producto tensorial & no es conmutativo ya que #;V; # Vi, en general.

Proposicion 2.48.

Si we R™ entonces

(u ®v)(w) = (u ®v)w= (v-w)u
es una aplicacion lineal.

En efecto, sea ¢ = (u ® v) W entonces

n n n
¢ = Z(u ®V)l.ka = ZuinWk = MiZVka = (V' w)ui
k=1 k=1 k=1

80
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(u®v)w=(v-w)u

La aplicacion (u®v): R™ — R"es lineal desde que puede expresarse en términos del
producto interior. En efecto, Ve, Bel]l y VW, W, ER™ se tiene
(u®v)(aw + pw,) = [v-(ocwl +ﬂw2)]u
=[a(v-w1)+ﬂ(v-w2)]u

=a(v-w)u+p(v-w,)u
=a(u®v)w +L(u®v)w,

Definicion 2.49.
Si u, veR™ son vectores n-dimensionales no nulos, el producto cuiia (wedge
product) de «y vesta dado por

A:R™ X R™ > My,

(u,v) > uAv=u®v—vQu
(Hanson, 2011).

Las componentes de #Av son de la forma

(uAv) =(u®v) —(v®u) =uv, —vi, (2.3.25)

i i i

en particular para R3, si u = (ul,uz,u3) y V= (vl,vz,v3) entonces

WY, =V, UV, —VU, UV — Vi, 0 UV, = ViU, UV, =Vl
UAV=uQ@Vv—vQu =| uy, —V,u, UV, =V, UV, =Vl |=| UV, —V,U, 0 UyV; =V,
UV —Vylly UV, — Vil UyVy — V3l UV, — ViU, UV, — Vi, 0

y puesto que U Xy = (“2"3 —Volly, UsVy — ViU, Uy V) — Vluz)
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0 M1V2 — Vluz 1/[1V3 - VIU3

ulv = Uy V) — Vol 0 UrVy —VolU3 | = _Auxv = A—(uxv)

1/[3Vl — V3u1 u3V2 — V31/l2 0

el producto cufia satisface las siguientes propiedades

b uAu=0

iy wAv=—vAu

i) u' (vAw)# (uAv)w, no es asociativo

iv) uA(av)=a(uAv)=(au)Av

v) uM(v+w)=ulv+ulw (distributividad)

vi) u' (vAw)+v' (wAu)+w' (uAv)=0, (Identidad de Jacobi)

vii) ' (uAv)s =(r-u)(v-s)—(r-v)(u-s), (Identidad de Lagrange)

viii) u' (uAv)u =v' (uAv)v=0

ix) ' (uAv)v=(u-u)(v-v)—(u-v) =[u p| sin>@

Demostracién de vi)

u' (vAw)+v' (wAu )+ (uAv)=u' (v®w-w®v)+v' (wOu—-u®@w)+w (u®v-v®u)
=u' (vw’ —wvt)+v’ (wu’ —uwt)+ w (uv’ —vut)

=u'vw —u'w +v'wu' —vVuw +w'u' —w'vi'

:(u-v)w' —(u-w)v’ +(v~w)ut —(v-u)wt +(w-u)v’ —(w-v)u' =0
Demostracion de vii)

¥ (uAv)s =7 (u ®v—v®u)s =7 (uv’ —vu’)s =r'w's—r'vu's = (r’u)(v’s)—(r’v)(u’s)

F (uAv)s=(r-u)(v-s)—=(r-v)(u-s)
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Las propiedades (viii) y (ix) son consecuencia de (vii).

Se vera ahora que la se puede relacionar la norma matricial

(2.3.26)

con el seno del &ngulo formado por los vectores del producto cuna.
Proposicion 2.50.

Sean u,v € R™ vectores no nulos formando un dngulo @ entonces

||uAv|| = |u| |v| sind

Demostracion: Por definicion

m n
2.2 2.2
{ZZ(% Vi viu; —2uiujv[vj)]
m n

32 ()22 ()

i=l j=1 i

2 (07) 5 2 ) 2 ()~ 2 ) X )

= i=1 j=1 i=1 j=1

ii
= ~.
ii
L

Il
—_

=
)
\.<.\)
~

+

|

3

— <
<
~

I
—_

— B S o = () )

= |u|2 |v|2 —(u-v)" , usando la propiedad (ix)

= |u|2 |v|2 sin’ @
Lema 2.51.

Si a, b, u, veR" entonces

iy tr(u®v)=u-v



i) (a®b)(u®v)=(b-u)(a®v)
i) (u/\v)2 = —||uAv||2 proy,,
1v) ||uAv||2 proy,, = |v|(u ®u) —(u . v)(u ®v+v ®u) + |u|2 (v ®v)
V) (u/\v)3 = —||uAv||2 (uAv)

donde ||uAV|| es la norma definida en (2.3.26). (Hanson, 2011)

Demostracion:

luego (a ®b)(u ®v) :(b-u)(a ®v)

iii) Por lo visto en ( 2.1.3) se sabe que

1
( proy,, )i' =

T ol

donde A7;; =[v|* wu; —(u-v)viu; —(u-v)uyv; +u|* vy ;, entonces

l_]’

||uAv||2 (proyuv)l.j :|v|2 uitd j —(w-v)vipej —(u-v)uy +|u|
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n n n n
||uAv||2 (pVOyuv )l] = ul-uj Z (V]% ) - Vi”j Z (I/lka ) —ul-vj Z (uka ) + ViVj Z (Z/l]%)
k=1 k=1 k=1 k=1

n
||MAV||2 (proyw )l] = Z [ul-ujv/% - Vinuka —ul'Vjuka + vivju]%}
k=1

n

||uAv||2 (proyuv )l] = Z |:ujvk (uivk — Vil ) —vjuk (Lll'Vk — ViU ):|
k=1

n

||u/\v||2 (proyw )lJ = Z (u,-vk —Viuy )(”j"k - Vj”k) por (2.3.25) se sabe que
k=1

n

2
||uAv|| (proyuv )l] = —z (”Av)ik (uAv)kj
k=1

||uAv||2 ( Droy,, )lj = —(uAv);. , en consecuencia

—HuAsz ( proyuv) = (uAv)2

iv) Tenemos que (uAv)2 =(uAv)(uAv) luego

(uAv)2 :(uAv)(uAv)

:(u ®v—v®u)(u ®v—v®u)
=(u®v)(u®v)-(u®v)(v®u)—(v®u)(u®v)+(v®u)(v®u) ahora usando (ii)
:(v-u)(u@v)—(v-v)(u@u)—(u-u)(v®v)+(u-v)(v®u)

—[M2 (u ®u)+|u|2 (v®v)—(u-v)(u ®v+v®u)}

luego por (iii) (uAv)2 = —||u/\v||2 proy,,
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—||uAv||2 proy,, = —Dv|2 (u ®u)+|u|2 (v®V)—(u-v)(u ®v+v®u)}

||uAv||2 proy,, = |v|2 (u ®u)+|u|2 (v®V)—(u-v)(u®v+v®u)

V) Dado que (uAv)3 = (uAv)2 (uAv) , en forma similar usando

(uAv)

(v (uhv)
[ u®v)
() (u@v)(u®v) M (u®u)(u®v)~|u (v&V)(u®v)+(u-v)(v®u)(u®v)
~(uv)(u®v)(v®u)+p (u®u)(vOu)+|uf (vOV)(vOu)—(u-v)(v®u)(v®u)
= (uv)’ (@)~ e (4 @) ~luf” (v) (v®V) (vl (v©v)

~(u)V (w®u)+p] (u-v) (e ®u)+ul P (v®u)—(u-v) (v®u)

(uv) (u®v) =Pl juf (u @) +luf o (v @u)~(u-v) (v@u)

(u )[u®v v®u] |v|2|u|2[u®v—v®u]
[
=[

|v| (u@u)—|u|2(v®v)+(u-v)(v®u)}(u ®v—v®u)

uv— v®u][( ) —|v|2|u|2}
utv]| ~Juro] |

— o] (eav)

En general se tiene que Vk >1 se cumple que

D (ur) = (=1 Jun|* proy,,

2k+1

i1) (uAv) = (—l)k ||uAv||2k ulv

usemos induccion para probar (ii). Para k =1 se tiene que (uAv) = —||uAv||2 uAv es valida

por lo probado anteriormente, considerando valida (ii) para k =7 se verd que para k =n+1

también es valida, se tiene

(uAv)z(n+1)+1 _ (uAv)2n+3 _ (uAv)an (uAv)z _ [(_
= (— = (1) AV [ v ey | = (1)

:( (n+1) ” Av 2(n+1) ulv

](uAv)2 por la hipétesis inductiva

2+2

ulv|[”




Teorema 2.52. (Férmula de rotacion de Rodrigues en R")

Para todo u,v € R™ tal que ||uAv|| =1y #€R se cumple que
exp(QuAv) =1 —(1—-cos ) proy,,,, +sin H(uAv)
(Hanson, 2011)
Demostracion:

Por definicion de la exponencial de una matriz

exp(BuAv) :i 9uAv)

k=

)

=0

=~

= Zi— uAv)k , agrupando los exponentes pares e impares
k=1

87

(2.3.27)

0 ) +1
=1+ E) (—l)k ||uAv||2k proy,, + o 1)!(—1)k ||uAv||2k (uAv), por el Gltimo resultado

k

—l)k 9 © (—l)k G

:]-l—z (20); proyw+zm(uAv)

k=0

=] +[:Z;( (2k)! — 1} proy, + [i_(zzll)c flz—;l ](uAV)

[ +[cos@—1] proy,, +[sin 8](uAv)
=1—(1-cos®) proy,, +sin 8 (uAv)

:[+i(§k)!(—l)k proy,, +Z(2k+1) (—l)k (uAv) , pues [uAv]|=1
(
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Se puede denotar R(u,v,6)=exp(BuAv) la matriz de rotacion. Este Gltimo teorema

generaliza la ecuacion de rotacion de Rodrigues para R™, es decir, rota vectores n-

dimensionales, pero no usa el eje de rotacion (que también es n-dimensional) sino que lo hace
a través de del hiperplano S (u, V) generado por ! y V al que el eje de rotacion es perpendicular.

Ejemplo 2.53.

1 1
Considere U = 5(1, 0, 1,0) , V= E(OJLOJI) , P= (2,3,4) y 6= % entonces se tiene

q= R(u,v,@)p = p—(1—cos@)proyuvp+sin9(uAv)p
q=R(u,v,0)p~(2232051,0.598076, 4.232051, 2.598076 )

Se comprueba facilmente que el dangulo formado por sus proyecciones sobre {u,v}

son a=proy,p=(2,3,2,3) y b= proy,q~(3.232051,1.598076, 3.232051, 1.598076) y

forman un angulo ¢ = arc cos( ] =0.523599 ~ % como se esperaba. Si particularizamos

a-b
Il
este teorema para el caso tridimensional se obtendra, como es de esperar, la rotacion de vectores

en R3. Para el caso de R* también se puede obtener un eje de rotacion.

Corolario 2.54.

Dados u,v, p € R* tal que ||uAv|| =1, 0eRy q=R(u,v,0)p entonces un eje de rotacion

1 €1 * perpendicular al hiperplano generado por Il y V se obtiene al resolver el sistema lineal

u-n=0
v-n=0
p-n=c

qgn=c



&9

q—| |2cost9
Donde c:\/p 9-1P
1—cos@

Demostracion:

Puesto que 77 debe ser perpendicular al hiperplano generado por » y ventonces debe

ser ortogonal a cada uno de ellos, esto muestra que las dos primeras condiciones son necesarias

un=0 Avn=0 (2.3.28)
Figura 14.
Rotacion en R4
Por otro lado, del grafico, sea 7' = proy, ( p) = proy, (q ) entonces
_(m-p)n _(n-9)n (2.3.29)

il il
De (2.3.28) y (2.3.29) se observa que es suficiente considerar |77|=1. Por lo que

n'= (77 . p)?] , ademas esto también dice que ( pP—9q ) 1 n.Como @ es el angulo de rotacion

se cumple que C0S @ = (p—ﬂ 2;2(q_77 ), donde ’”:”]9—77'”:”6]_77'

, entonces
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lp=n' cosé=(p=n')-(4-n)

(p=n")-(p=n")eos0=(p-n")(g-1')
[p-n(n-p)n]-[p-(n-p)n]cos@=[p—(n-p)n|-{a-n(n-p)n]

(p-p)=(n-p) =(n-p) +(n-p)" (n°n) |cos@ = (p-a)~(n-p)' ~(n-p)" +(n-p)" (n°n)]
o =2(n-p)" +(n-p)' Inf* Jeos0=| (p-q)=2(n-p)"+(n-p) Il |

1o ~(n-p) Jeoso=|(p-q)~(n-p)"| . pues [n|=1

(’7']7)2(1—0059):(19-q)—|p|2 cos 6

(n-p)=(n-9) =i\/(p'(ql)__lcljs|290)080 (2.3.30)

Por lo tanto, de (2.3.28) y (2.3.30)

u-n=0
v-np=0
pn=c
q-n=c

. —| |zcos6’
Donde c:\/p q9—\p
1—cos@
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2.4 Aplicaciones
2.4.1 Las rotaciones especiales como composicion de rotaciones

En esta seccion se probara que las rotaciones especiales £ y 1 son rotaciones en R3
como se mencionod en la seccion 2.2.1. Es decir que existe un vector » y nimero real 6 tal que
A =R(n,0) . Para ello primero, considere el siguiente grafico

Figura 15.

Primera rotacion del plano inclinado

Nota. En la figura se observa que la primera rotacion se hard en torno al eje u contenido en la

recta AX +BY =0 de tal manera que los planos lleguen a coincidir.

Se observa que la extension A: R3 - R3 estd compuesta por dos rotaciones, la primera

A
es la rotacién del punto (X,),2) alrededor del eje u = (L—E , 0] un angulo al que por ahora

se representa por @, . La segunda rotacion se da respecto al eje z con un angulo @,. Para
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obtener una correcta orientacion de la rotacién se debe analizar las posiciones del plano

z=Ax+ By . Por tanto, se tiene que 4 = R(z,9,)R(u,®,)

Parte 1: Se hallara R(u,¢,), podemos notar que el angulo para la primera rotacion
debe estar en sentido horario respecto de u , por ello se toma el negativo ¢, =y —7, donde
ye (0,7[). Puesto que |tan 7| =\/;, analizando los cuatro casos vistos en la seccion 2.1.4 y la

Observacion 2.16. se tiene que dependiendo si J es agudo u obtuso

B 1 Jw

cosy =—— i =
B
de donde
B 1 ) Jw
COSQ, = — ———— -
P T i

Para la primera rotacion se usard la formula de Rodrigues, se considera el vector

o (418 e :
unitario u =| 1, 7 ,0 ,esto es R(u, @) =1 +sin(g)A, +(1—cos(p))A;

Jw

donde

0 —u u,

A=l uy, 0 —u

-u, u, 0
0 0 -4 —A* —-4B 0

1B 1 B 1 )

R(u,(pl)=1+s1n((/)1)—E 0 0 -B +(1—cos(¢1))7? -AB -B> 0
"Ela B oo 0 0 -w

remplazando los valores de sing, y cos¢,
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0 0 -4 -4> —-4B 0

Ru,p)=1 18] 0 0 -B +1(1 B J AB -B* 0
) —4 T/ - - T - -

BNw+1 4B 0l |B|N1+w 0 0 —w

Parte 2: Se hallard R(z,¢,), esta es solamente la matriz de rotacion sobre el eje z.

Debe notarse que esta rotacion puede ser horaria o antihoraria, es decir el sentido de la rotaciéon
depende de la orientacidn y posicion del plano, como puede verse en el siguiente grafico.
Figura 16.

Segunda rotacion alrededor del eje Z

Nota. Plano rotado ¢, hasta coincidir con el plano z = 0, debe rotarse en sentido horario o

antihorario un angulo ¢, hasta coincidir u con el eje x, este caso corresponde a AB < 0.

Vi

Dado que @, € <_E’E>_{O} entonces el coseno es siempre positivo, pero el seno

dependera del signo de AB para determinar la orientacion de la rotacion, asi pues, se tiene

|B| AB |4 4B

COS(DZZ—W, Sln¢2=|AB|\/;_|B|\/;

, luego por lo visto en la seccion 2.3.3

cosp, —sing, 0

R(z,p,)=| sinp, cosp, 0
0 0 1
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Bl 4B
Ywo|Bw )
B |B| | B- —-AB 0
R(z,p,)=| —= 1L = AB B’ 0
P B EN
0 0 [BJw
0 0 1
finalmente se tendrd A = R(z,@,)R(u,¢,)
. B> -—AB 0 |B| 0 0 -4 . ~A* —-AB 0
A=——| AB B’ 0 -B +—[1— J -AB -B* 0
B \/ B\/1+
| |\/; 0 0 |B|\/; 0 | | 0 0 -w
. B? 0 0 0
A=——| AB B2 0 0 —Bw
B B Vli+w
|B|w 0 |B| \/_ A|B|«/E B|B]Nw 0
0
1 Bw 0
|B|w\/_ Bw\/_\/ler
0 —|B|w\/;
18 4B 0
Jw |B]\w
. A B Jw
\/;\ller \/;\/1+W \/l+w
—A|B| —|B| B
B\/1+W \/1+w |B|\/l+w

No es dificil notar que detA=1y A"

=A", lo que implica que 4 es una matriz de

rotacion. A decir verdad, esta es una matriz que extiende a la vista en la seccion 2.2.1, ademas

dado que R(z,¢,)R(u,¢)=R (12 )R (Tl) =R (1) , por el Teorema 2.42 se tiene que existe

_ L+, Xy
l-7,-7,
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donde7, =tan L2l z, 7, =tan kal u.
2 2

Luego, existen neR3 y @R tales que A=R(z,¢,)R(u,p)= R(n,e) donde
pa) T ) ., . ,
tanE = ||z'|| y n= H Esto muestra que la denominada “rotacion especial” 1 es en si una
T

rotacién en [1° y su inversa £ también lo es

3 4 ki
\/; \/;\/l+w B\/l+w
~AB B -|B

BNw  Awltw  Trw
Jw B

Ji+w |BN1+w

Observacion 2.55.

Esta matriz asociadaa 4 es un caso particular de la vista en 2.2.1, ya que aqui el punto

P se encuentra en larecta 4x+ By =0 y no en general sobre el planoz = Ax+ By .

2.4.2 Las cénicas en R3

En esta seccion se estudiara las curvas conicas en R3, la pardbola, elipse e hipérbola.
Es bien sabido que estas se obtienen al intersecar dos superficies, un cono doble y un plano. El
objetivo serd obtener una sola parametrizacion continlia de estas curvas y algunos puntos
importantes de estas, para ello se hace uso de las rotaciones especiales. El método consiste en

tomar un punto W (z) de la curva y mediante un proceso de coeficientes indeterminados ajustar

esta curva inicialmente en R? a la interseccion de las superficies mencionadas.

La parabola
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Figura 17.

Ajuste de una parabola de R2 a R3

¥/ Z=Az+By+C
4£ C#0ANA*+B*=1

(s k)

_(@—h)*
y=" bk

Dadas las superficies z° =x’+)° rz=Ax+By+C, C#0 si w=A+B*=1 la

condicion necesaria para que la interseccion de las superficies sea una parabola pues el angulo
. . .y T ’ : 7
de inclinacién del plano es g = 7 de donde tan 8 =+/4"+ B’ =1. Se haré uso de la rotacion

especial 4 definida en el capitulo 2.2.1 cuya parametrizacion estd dada por ( 2.2.14) para

ajustar una paréabola arbitraria en R? al plano inclinado y al cono doble, esta curva buscada se

denotara por P(¢).
Se define la ecuacion de la pardbola con eje focal vertical centrada en (h,k) y

parametro p

a(t)=(e (1), (t))=[t+h,%+kj vieR (2.4.1)

Puesto C'#0 el plano no necesariamente pasa por el origen, una traslacion al origen
soluciona este hecho. De este modo, primero se aplica 4 y luego se suma C a la tercera
componente de la curva para asi ubicarla sobre el plano. Aplicando la rotacion especial H y

teniendo en cuenta que w=1 se tiene



(a(1)) = Blay (1), Aay(1) —ABay(1)  Ba(t), e (0w
. N AN T PR TN I i s

A _AB B 1 J

,u(a(t)) = £|B|051 (t)+$a2 (t),?|051 (t)+$a2 (t),ﬁaz (1)

hasta aqui ,U(Ot (t )) esta contenida en el plano z= Ax+ By V¢ ell luego

W)= [|B|a1 (1)+ A‘f/%(t) , _AT;T ), B‘i’/%(t) : “j/(zt) ¥ cj

esta en el plano z = Ax+ By +C y debe satisfacer la ecuacion del cono doble, es decir

[%J(E%CT{IBlal(mA%f)}:[%m(tm afz(t)}z

usando la identidad ( 2.2.15) para reducir la suma de cuadrados derecha

{“Jghc}z :af(z)+ﬂ

c? +J§C[%+k} =(t+h)

4

z2 [1—@]+t(2h)+h2—c2—ﬁkc:o
p

esta igualdad es valida V¢ € R por tanto

97

(2.4.2)
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J2c

1=Y2C 0 A 2h=0 A B =C*—2kC =0
4p
se sigue que
:ﬂAh oA koG (2.4.3)
NA
reemplazando (2.4.3) y (2.4.1) en (2.4.2)
4|7 —-AB B 1| ¢
Y =||B|(t+h)+—=|—+k t+h)+ ,—|—+k| +C
o-{leenr o e et 2] ]
Al ¢ C|-4Bt B| ¢ C | 1| ¢ C
=||Blt+—=| —-—=|.-—+—=| —-—= |\ —=| —-—F=| +C
2[V2¢ 2] 1B N2lV2c 202 N2e 2
2 J—
({442 _AC ABt B’ BC £ C .
20 27 |Bf 2¢ 2720 2
w(y=| Lo > 4 |Bls |_AC B A8, BC 1,.C 2.4.4)
2C 220 B 2720 2

La expresion (2.4.4) es la parametrizacion buscada de la pardbola P (z) y es valida

Vtell con A>+ B*>=1. Ahora se mostrard una relacion existente entre los focos de las

conicas. Los extremos del lado recto L, y L, de W (¢) se obtienen para t =+2p = +/2 %

L =¥(-2p)= ‘{1[ ‘/_CJ [_£_|B|\/_C _BC+ABJ_C 30]

4 2 2|B|

L :‘P(Zp):‘l‘[

@J:( 4c |BN2C _BC _asyac 3c]

2 4 2 4 2B
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luego el foco F = %(L1 +L,)

2

b 3

1[_£_|B|\/5C _BC, 4BaC £]+1[_£ B\2C BC  aB2C 3CJ

— , + T
2| 4 2 4 2/ "4 4 2 4 2/ "4

Por lo tanto, el foco y el vértice estan dados por

F=%(—A,—B,3) , V=\P(O)=%(—A,—B,1 )

Figura 18.

Parabola en R3

Nota. En la figura se observa el foco y el vértice de una parabola en R3 cuando C >0, el eje

focal es perpendicular a la recta 4x+ By+C =0 Yy esta contenida en el plano.

Observacion 2.56.



100

e FElhechodeque /=0y k= —C/ \/5 nos indica que el eje focal de la parabola corta al

eje Z pues no presenta desplazamiento ni a la izquierda ni a la derecha, ademas la

parabola se desplaza hacia abajo si C >0 y hacia arriba si C<0.

e De p= \/EC / 4 se puede afirmar que si C — o0 entonces p —> +oo la parabola se
abrird mas para valores grandes de C.
e Si C=0, ¢l plano pasa por el origen y por la condicion w=1, la unica interseccion

de las superficies sera una recta.
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La elipse

Figura 19.

Ajuste de una elipse de R2 a R3

Z=Az+By+C
C#0

(h, k) 0<A’+B2<1

1 (:c-—h)2
a?

w=8_,

" _

0 1 2 3 4 5 6 7

+

Para el caso de la elipse se procede del mismo modo que el de la pardbola. Se consideran
las superficies z° =x’+)* Az=Ax+By+C, con C#0 y 0<A*+B><1 representa la

condicién necesaria para que la interseccion de las superficies sea una elipse ya que
tan B=+/A° +B* <1. Se tiene la ecuaciéon de la elipse centrada en (h,k) con parametros
a,b>0.

a(t)= (al (1), a, (t)) =(acos(t)+h,bsin(t)+k) Vte[0,27]
luego

(a(t)): |B|al(t)+ Aa, (t) _ABal(t)Jr Ba(t), az(t)\/ﬁ
' oo e |B|\/; Jwl+w™ J1+w

estd en el plano z = Ax+ By por lo que

‘P(t):[|B|a1(t)+ Aa, (1) —ABal(t)+ Ba(t), az(t)‘/;_,_CJ (2.4.5)
N Y PRV TN TR o e
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esta sobre el plano z= Ax+By+C con C#0, luego P (z) debe satisfacer la ecuacion del

2 2 2 .
cono doblez” =x" +y”, es decir

l:az(t)\/;+c} PBMI( ) Aa, (1) T { ABa, (t ) Ba(t),
N NN ot ] I RN Y e

usando la igualdad ( 2.2.15)

{% } [a(] -2 (]

a;(t)erCz 2Cx/_a2 [061 ] 2(1)

1+w 1+w
) 2 n(1=w) 2w ) 4.
a0+ (1) {72 |- 2 e ()" =0 240

20w
N1+w

[acos(t) +h] +[bsin(t) +k] r—

[bsin(r)+k]-C*=0

donde r=| ——
1+w

a’ cos’(t)+h* +2ahcos(t) + [ sin’(¢) + k> +2bk sm(z)] \/i in(t) — # -C*=0
+w

a’ cos’(t)+h* +2ahcos(t) +[ —b*cos’(¢t)+ k> +2bk sm(t)] \/i in(t) - 2\7& -C*=0
+w

cos’ (1) @® —rb” |+ cos(r)[ 2ah]+ sin(t){2bkr - % b} JI

C*+h* +rb*+rk* =0
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Esta ultima igualdad se cumple para Vte [0,271] por loque los coeficientes deben ser

nulos

20w 2Ckw
NV p=0 A 22
NJ1+w JI+w

a—rb*=0 A 2ah=0 A 2bkr—

dadoque a0y b#0

CJw e 2Ckw
rNl+w JI+w

a:\/;b Ah=0 A k=

+

simplificando el valor de A&

Cw Cw Cwl+w

k: = =

1+ w (I—ij 1-w

1+w

también

2CkJw
NI+w

rb* = +C* —rk?

AW +rbr +rkt =0

C*—rk?

1+w _\/1+w 1-w 1+w

_ 2 2
(1 ijZZZCW+C2_CW
I+w I-w I-w

1- C?
( ijz = ,como 0<w<1 entonces
1+w l1-w

Nl+w

1—w

b=|C|

y puesto que a =~/rb entonces

(I_—W]bZ i 2Cﬁ{€ﬁm}cz _{1—@{0&@}2

1-w
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\/ | |\/l+w |C|
1+w 1-w 1-w

por lo tanto, en la elipse se verifica que

C| Jl+w Cw1+w
a= :|C| /\k: A h:()
T—w 1—w 1—w 2.4.7)
donde 0<w=A>+B*<1.
) . 1 w 2w
Debe observarse que a partir de a =~/rb se sigue a <b pues 7" = =]1-—«<I1
1+w 1+w

, reemplazando (2.4.7) en (2.4.5)

W(0) = |B|(acos(t)+h)+A(bsin(t)+k) —AB(acos(l)+h)+B(bsin(t)+k) (bsin(t)+k)«/;+c
- \/; \/;\/1+W ’ |B|«/; \/;\/1+W ’ «/1+w

simplificando cada componente de W (¢)

| B|(acos(r)+h) N A(bsin(t) +k)

B R v
B i S5
| | cos(t) +——— || sm(t)+£
N =" Jw(1-w) 1-w

AB(a cos(t) + h) N B(bsin(t) + k)

|B|\/; x/;\/1+w

\Pz(t) =

__ 4B (A ol B |c|“”wsm(t)+—cﬁ“”w
|B[\w (N1-w Joiew T 1-w 1w
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— AB|C| cos(?) + B|| sm(t)+B—C
|B[N'w1-w Jw(1-w) —w
()= (bsin(r)+k)Nw ic
\/l+w

_ v £|C|‘/_W in(¢) +

N 1-w

Jw

= |C|m$ln(t) + %

por lo tanto

¥(0) = £|BC|cos(t) A|C|s1n(t) AB|C|cos(t) B|C|s1n(t) | C|J$sin(t)+lc]
i 1%

(e BN (B A R PN e

I-w
Para hallar los focos de la elipse debemos primero hallar su centro y dos extremos que,

C . ) . . [O, 27[]
sin pérdida de generalidad se puede considerar cualquier par de valores en cuya

/4 3z
semisuma resulte ser el centro. Se consideran los extremos £ = ‘P(Ej y P = T(?) luego

Al ac Bl | BC C\/E+Cj

R:[\/;(l—w) I-w \/_(1 w) l—w’| |l—w I-w

P2=[_ alc]  ac _ Bld  BC

s ’_C_+_
Jw(l-w) 1-w" Jw(-w) 1-w ||1—w 1-w

Pl+sz_(AC BC Cj

entonces el centro de la elipse es O =[ 7

l-w l-w l-w
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Finalmente, para hallar | y F, los focos apliquemos la relacion de un punto sobre un

segmento por una razoéon dada y (2.4.7)

F :%[ b —a*P +(b—\/b2 —az)O}

bF, =

2clVw( 4ld | ac B[] L, BC Clw ¢
ﬁ(l—w) I=w’ Jw(l-w) 1-w’ I1-w T

(ICIF \/_|C|\/_](AC BC cj

1-w

l-w l-wl-wl-w

(1-w)’ b, =2C(AC+ A|C|\w, BC + BIC|Nw, Cw+|C|Nw)
+ClC|(avT+w 24w, BT+ w =N2Bw, T+ w—24w)

bF_[\/EAcz ﬁBcz LCw jLAC|c|\/T BC|c|T+w CICIJTJ

(I—W)Z’(I—W)2 ’(1 w) (1 w) (1 w) , (1 w)

bF = (*/_ACZ LACICIw 2BC?  BC|CTew JaCw c|c|\/ﬁJ
| (1 w) (1- w) (1 w) (1- w) (1 W) (1 W)

reemplazando b

€]

1-w

Jrew [J’ACZ LACICNTw 2B BCICIw 2Cw c|c|JTJ
Clewy (=w) Ta=w) (1=w) T(1-w) (1-w)

F:( 4| ac Bl e 2w c ]
: View(l-w) (1=w) J1+w(1-w) (1-w) JI+w(1-w) (1-w)

V2|c]
m(l—w)

(A,B,w)+

del mismo modo o teniendo en cuenta que F, = 20-F se sigue que
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F. =—ﬂ(A,B,w)+ 1

? M(l—w)

por lo tanto, los focos de la elipse vienen dados por

J2c C
F=t—"" (4,B,w)+——(4,B,1 (2.4.8)
\/1+w(l—w)( ") (l—W)( )
y el centro es O = < (4,B,1)
1- w)
Figura 20.
Elipse en R3

G
(Aa Ba w} + m (A1 B? l)

Nota. En la figura se muestra los focos y el centro de la elipse.

Se observa que la excentricidad

V2|C|Vw
_c_\/bZ—a2 1w Z\/E\/;
b b ICIN1+w  N1+w

1-w

dado que 0 <w<1 se tendra que
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0<w<1—>2w<1+w—>2—w<1—>e: 2—W<1
1+w 1+w

se sigue que 0 <e<1 como se esperaba. Ademds a <b yaquea = bw .

Observaciones 2.57.

Para w= 4>+ B*> =0 no puede considerarse dentro de las ecuaciones pues el uso la

aplicacion £ contiene divisiones por B#0.
Si w= 4%+ B> =0 implica resolver el sistema z> = x> + > Az =C lo que da como

resultado la circunferencia de radio |C | y W)= (|C| cos(?),

Clsin(t),C).

Que /=0 implica que el eje focal de la elipse corta al eje Z , mientras que k nos
dice que la elipse esta desplazada hacia arriba si C >0 y hacia abajo si C <0.

De @ y bse tendra que la elipse se hara mas grande a medida que C — £ o que
w—1".

El hecho de que 0 <e <1 quiere decir que existe una biyeccion entre el conjunto de
elipses y las curvas que se obtienen al intersecar un cono doble con un plano inclinado

que verifique que 0 <w<1.
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Hipérbola

Figura 21.

Hipérbola en R2 y R3

\
12

® (hk)

(y—k)* (z—h)*_
N
4 - 14

El caso de la hipérbola es especial pues esta se obtiene de dos modos, el primero es
cuando el plano estd inclinado w= 4>+ B> >1 y el otro cuando el plano es vertical, este

segundo caso un tratamiento especial pues no se puede aplicar £ como se venia haciendo.
Para el primer caso tenemos lo siguiente:
Dadas las superficies z° =x"+)’Az=Ax+By+C con C#0 y w=A>+B>>1

entonces la interseccion de las superficies es una hipérbola. Se tiene la parametrizacion de una

hipérbola centrada en (h,k) y pardmetros a,b> 0, y eje focal vertical.

a(t)=(a, ()., () = (atan(t) + h,bsec(t) +k) Vte[O,Zﬂ]—{%,?’?ﬂ}

luego

(a(t)): |B|al(t)+ Aa, (t) _ABal(t)Jr Ba(t), az(t)\/@
' Jwo el |B|\/; Jwlt+w™ T+w
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esta contenida en el plano z = Ax+ By por lo que

[Blay (1) | Ao (1) —ABay(r) Ba(t), a()Vw 2.4.9)
Fo= [ \/_ \/_\/l-l-W |B|\/_ \/_\/1+W Jl+w CJ

esta sobre el plano z= Ax+By+C, luego W(¢) debe satisfacer la ecuacion del cono doble

F=x'+ y2 , usando la relacion (2.4.6) se cumple que

o (1) +ac (t)(l—wj_ 20was (1) _ o

I+w \/l+w

[atan(t) + k] +[bsec(t) + k] ( [bsec(t) +k]-C* =0

1—w)_2cﬁ
I+w) J1+w

2bCw ~ 2kClw
NI+w NI+w

—C*=0

o’ tan’ (£) + i’ + 2ahtan(t) | b’ sec’ (£) + k + 2bk sec(t) |r -

w—1
donde r Z(—j >0
1+w

2bCw t 2%CJw

a’sec’(t)—a’ +h* +2ahtan(t) —| b* sec* (t) + k* + 2bk sec(t) |r — ———=—=sec(t) — —-C?*=0
(1) (t)=[ b sec® (1) ® ] N i O
Secz(t)[a2 —52’”]+S€C(1) {—%kr— 25%3}+tan(t)[2ah]+h2 —a’—rk’ - 2\]/(%——C2 0

r 3z
Como esta ultima igualdad es cierta VtE[O 27[] {E 7} entonces todos los

coeficientes deben ser nulo, por tanto

2bC\/; 0 AR —a*—rk” - 2kC\/_

Jixw Jirw

a—br=0 A 2ah A —2bkr— —-C*=0

puesto que a#0y b#0



Cc\w

a’ =—-rk’

a:b\/; Ah=0 A k=-

de donde
e C\/;\II +w
w—1
también
g 2kCw o

w—1 w—1

p :‘[W_IJ{‘ CWWT i %{_ Cﬁm}cz

2 2 2
o Cw +2CW_C2: C

(w=1) (w=1) (w=1)

lo que implica que

po @ _ |C| ,1+w:|C|\/1+w
\/; \/w—] w—1 w—1

b |C|\/1+w

w—1

por lo tanto, en la hipérbola se verifica que

C| IC|V1+w CwT+w
a=—fF——ANb="————Ak=-——"—"—

w—1 w—1 w—1

Ah=0

donde w=A4>+B*>1

.  2kCw
rdl+w J1+w

111

(2.4.10)
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Debe observarse que de la relacion ¢ =lrb se sigue que 4 <b pues como W>1

w—1 2w 2w
entonces’ =| —— |=———1<—~—1=1, reemplazando (2.4.10) en (2.4.9)
l+w) 1+w w

w(0) = |B|(atan(t)+h)+A(bsec(t)+k) —AB(atan(t)-l—h)+B(bsec(t)+k) (bsec(t)+k)\/;+c
- «/; \/;\/1+W ’ |B|\/; \/;\/1+W ’ \/1+W

simplificando cada componente de W(¢) con los valoresde a, b, hy k

| B|(atan(t)+h) s A(bsec(r)+k)

R NN

_ 18| _I] an() | y |C|\/1+wsec(t)_@
\/; Vw— \/_\/1+ w—1 w—1
|B/—C| tan(?) + Al sec(t) ———
\/_ \/_(w—) w—1

—AB(atan(t)+h) B(bsec(t)+k)

|B]\w NN e

‘{’2(t)=

_ 4B | |C] ()| + -2 |C|\/l+ ot _C«/;\/Hw
|B[Nw | w1 JwAll+w w-1
= 4B |C| tan(¢) + ———— | | sec(?) — B—C

R e R e gy

(bsec(t) +k)\w

\/1+w

Y.(¢) = +C

|C|\/1+

Jl+w w-1

ec() _C\/;\/11+w LC
'W_



113

i

C
=" gec(t)-—
w1 0T

por lo tanto

lP(t):£|Bc|tam(z) AlClsec() _ ac _ 4B|Clan()  B|Clsec(t)  BC [ClVwsee) € J

w1 (1) w=1 BT Nw(w-1) w=l  w—l w1

Para hallar los focos de la elipse debemos primero hallar su centro para después hallar

las coordenadas de los focos. Sean los vértices de la hipérbola F = lI’(O) y P = ‘P(ﬁ) luego

Pl:[\/;(w—l) w—l’\/;(w—l) w—1" w-1 w-I

A ac A Be cWw c}

])2:

(_ Ac]  ac Bl Bc |cWw C J

\/;(w—l) w—1 \/;(w—l) w—1" w-1 w-1

el centro de la hipérbola es

OZLPI+P2J:(_ AC _BC _C j: C (4,B,)
2 w=1 w-1 w-1) 1-w

finalmente, para hallar F| y F,los focos apliquemos la relacion de punto en un segmento por

una razon dada

p=—— ((W—b)mbﬂ)

2 2
b”+a
por consiguiente

bE = b’ +a23—( R —b)c
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b’ +a’ b +a? \/_\/_ \/5\/;
=" P‘_L b _IJC o (m_llc

w—1"w-1"w-1

. J_\/_[ Acl  4c Blc|  BC [cNw C J{\/E«/E_IJ(AC BC Cj
b tew w(w=1) w=Uw(w=1) w=1" w=1  w-1) | Jl+w

o] {ﬁA|c|_ﬁAcJ; J2B|c| \2BCw ﬁ|c|w_ﬁc¢;}
1 1+w (w—l) (W—l) ,(W—l) (w—l) ’(w—l) (w—l)

1 (\/EAC\/;_ACM V2BC\w  BCA+w «/Ecﬁ_c\/m}
m (W—l) (W—l) ’ (w—l) (w—l) ’ (w—l) (W—l)

| [\/EA|C|_AC\/1+W 2B|C| BCivw «/§|C|w_Cxll+wj
1

Cewl (we1) o (we1) C(wel) (wel) (we1) (wed)
___ (] a__C
= i B = oy (4B

del mismo modo o teniendo en cuenta que F, = 20-F se sigue que

C

(w=1)

F :—ﬂ(A,B,w)—

TRy

(4,B.,1)

por lo tanto, los focos de la hipérbola vienen dados por

J2c
(w 1)\/T(ABw) o= )(ABI)

F=

donde w= 4>+ B> >1 y la excentricidad

J2|Cw
ez'\/bz-f-az _ w—1 _\/E\/_ \/—
b IC|V1+w  J1+w

w—1



similar que el caso para la elipse, pero aqui al ser w>1 se tiene si w—> 400 entonces

e—>~/2 ysi w—>1" entonces e — 1" por lo que

1<e<\/§

Figura 22.

Hipérbola en R3

C
0=:"-(A.B.1)

V2C

C
e Yo eaops
% —1+w(l—w)( w) +

1—w
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Nota. En la figura se muestra los focos y el centro de la Hipérbola.
Observaciones:

e Se debe cumplir que B # 0 pues se estd usando £/ .

e El hecho de que /2 =0 nos dice que el eje focal de la hipérbola corta al eje Z y de

Cwl+w

k = —————— se concluye que la hipérbola estd desplazada hacia arriba si C <0

W_

y hacia abajo si C>0.



116

e Dea=

se tendra que la hipérbola se hard mas ancha a

C| N |C|N1+w
Jw—1 w—1

medida que C — 3 o que w1
e Puesto que [<e< \/E se sigue que al intersecar las dos superficies no podremos

encontrar hipérbolas con excentricidad mayores o iguales a V2 .

e (Cuando el plano es perpendicular al plano XY la excentricidad de la hipérbola es

1<eS\/§.

2.4.3 Orbitas satelitales

La primera ley de Kepler nos indica que las 6rbitas descritas por los planetas alrededor
del Sol son elipticas, encontrando al Sol ubicado en uno de los focos. Lo mismo ocurre con los
satélites que orbitan la Tierra pues estos siguen las mismas leyes que rigen el movimiento de
los planetas alrededor del Sol. En esta secciébn se mostrard una forma de obtener las
coordenadas (posicién y velocidad) de los satélites que orbitan nuestro planeta usando
rotaciones especiales, para ello se dan algunas definiciones previas sobre términos de satélites
en Orbita.

Definiciones de términos para satélites en orbita terrestre

¢ Plano Ecuatorial: Es el plano que pasa por el por el ecuador terrestre y perpendicular
al eje de la Tierra.

e Perigeo: El punto de la orbita del satélite que esta mas cerca de la Tierra.

e Apogeo: El punto de la 6rbita del satélite que estd mas lejos alejado de la Tierra.

o Linea de absides: Es la linea que une el perigeo y el apogeo y que pasa por el centro
de la Tierra (esto se debe a la simetria de la elipse y que la Tierra este ubicada en uno

de los focos).
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Nodo ascendente: Es el punto donde se intersecan el plano ecuatorial y la 6rbita cuando
el satélite va de hemisferio sur a hemisferio norte.

Nodo descendente: Es el punto donde se intersecan el plano ecuatorial y la 6rbita
cuando el satélite va de hemisferio norte a hemisferio sur.

Linea de nodos: Es la linea que une el nodo ascendente y nodo descendente y pasa

también por el centro de la Tierra.

(Roddy, 2006)

Para poder ubicar el satélite en la oOrbita respecto a un sistema de coordenadas

tridimensionales es necesario conocer un conjunto de nimeros denominados elementos

orbitales.

Elementos orbitales keplerianos

1))

2)

3)

4)

5)

6)

Semieje mayor (a): Representa la longitud del semieje mayor de la elipse.
Excentricidad (e): Es un parametro que determina la cantidad en la que la orbita se
desvia de un circulo perfecto.

Ascension recta del nodo ascendente (Q2): Es el dngulo en sentido antihorario, en el
plano ecuatorial, desde el eje X hasta el nodo ascendente, tiene un rango de 0° a 360°.
Inclinacion (i): Es el angulo formado por los planos orbital y ecuatorial. Se mide en el
nodo ascendente, yendo de este a norte tiene un rango de 0° a 180°.

Argumento de perigeo (w): Es el angulo desde el nodo ascendente hasta el perigeo en
el plano orbital y en la direccion del movimiento del satélite. También puede
interpretarse como un angulo de rotacion de la elipse sobre el plano orbital respecto a
la linea de nodos.

Anomalia Verdadera (v): Es el angulo desde el perigeo hasta la posicion en la que se

encuentra el satélite sobre la Orbita.



(Roddy, 2006)

Figura 23.

Elementos Orbitales

1

Cuerpo «— Periapsis
Nodo |7 <~ orbitando
descendente i ‘ Foco de la
iy elipse: centro
\ / de masa

=
—

Direccion
de referencia
(norte)

".'V o’ |
- \W
?
A observador

Plano de referencia

Nodo '
ascendente
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Nota. En la figura se muestra la 6rbita de un cuerpo y sus elementos orbitales. Adaptado de,

Todos los parametros orbitales que caracterizan la orbita de un cuerpo orbitando alrededor

de un centro de masa por Henrique Lopez, 2016, Estabilidad orbital de planetas

circumbinarios.

Es importante mencionar que los elementos orbitales 1 y 2 definen la forma y el tamafio

de la orbita, los elementos 3 y 4 muestran como esta posicionado el plano orbital respecto al

sistema de coordenadas, y los dos tltimos elementos orbitales nos ayudaran a ubicar la posicion

exacta del satélite en su oOrbita. Cabe aclarar que todos los angulos estan dados en el sistema

sexagesimal y las distancias estaran dadas en kilometros.

Se despreciaran las fuerzas perturbadoras externas que puedan influir en el movimiento

de los satélites terrestres, como se sabe no solo la Tierra determina la orbita satelital, sino que

objetos masivos como el Sol, la Luna, Jupiter entre otras pueden llegar a modificar la orbita.
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Si se considerasen estas perturbaciones entonces tendriamos valores ligeramente distintos a las
que se obtendran.

Pasos para obtener las coordenadas del satélite

Se comienza a describir la orbita partiendo de una elipse de semicjes « y b . Puesto

que la Tierra es un foco de la o6rbita (centro de coordenadas) entonces no se puede usar la
parametrizacion habitual, sino una en la que el parametro v € [0, 27[] representa el angulo
medido en el foco desde el eje X y un punto de la curva.

Figura 24.

Parametrizacion de una elipse de centro (—c,0) y semiejes a, b.

b2 Cosv b2Sinv
a+cCosv’ a+ c Cosv

2 2 s
‘P(v):[ b~ cosv , b sinv J, V€[0,27Z']
a+ccosv a—+ccosv

La razon para usar , como parametro es porque esta representara la anomalia
verdadera. Ahora se aplica una rotacion antihoraria del perigeo 0 <@<360°, ver el capitulo
2.3.1. Por tanto, se tiene que

— b’ cosv b*sinv . b*cosv . b*sinv
Y(v)=| ———cosw————sinw,————sinw+——CoS @
a+ccosv a+ccosv a+ccosv a+ccosv
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Luego, dado que la o6rbita se encuentra sobre un plano inclinado que pasa por el origen
de coordenadas (se excluye el caso del que el plano sea vertical para este analisis) de la forma

z=Ax+ By, B#0 Se usara la rotacion especial £ para ubicar adecuadamente la orbita, dado

que A y B son constantes desconocidas estas se deben hallar a partir de los elementos

orbitales i y Q) , se cumple que:

N A* + B =|tan(i)|

—£=tan£2
B

A* + B® = tan’ (i)
H
—A4=BtanQ

de donde

Los signos de A y B deben determinarse a partir de los cuadrantes donde pertenecen

Si0<Q<90° -5 A4<0,B>0

S190°<Q<180° — A<0,B<0
Sil180°<Q<270° - A4>0,B<0
Si270°<Q<360° - A>0,B>0

para 0 <7<90°

Si0<Q<90° - A42>0,B<0

S190°<Q<180° -5 A4>0,8>0
Si180°<0Q<270° - A<0,B>0
S1270°<Q<360° — 4<0,B<0

para 90° <i <180°

esto servira para implementar el un algoritmo para la determinacion de A y B. Aplicando la

rotacion especial 4 a ¥, (V) se obtiene una la orbita sobre el plano inclinado o plano orbital

N B‘?l _2 - _1 _2 1
ﬂ(‘P(v))=£| [F10) | A¥s0) —ABViv) | BYav) W (V)J

S Juiiw |Bw  Jeiw iew



121

donde w= 4>+ B*, con este andlisis de los elementos orbitales puede determinarse las
coordenadas del satélite a partir de los elementos orbitales (a, e, Q, w, v, ). En muchos casos
dos de estos valores no se dan directamente, en su lugar se conocen el movimiento medio » y

anomalia media M .

Two Line Elements Set (TLE)

Es un conjunto numérico de dos lineas que se usan para determinar la posicion y
velocidad de un satélite en un determinado momento. La primera lista consta de doce elementos
y la segunda lista que es en la que se centrara esta seccion contiene diez, aqui se puede encontrar
los elementos orbitales a excepcion del semieje mayor . y la anomalia verdadera ., en su lugar
tendremos valores equivalentes que solo necesitard hallarse con algunos calculos y
conversiones. En las siguientes tablas se muestra el Two Line Elements Set.

Figura 25.

Ejemplo de un TLE

- Mean motion E

= Satellite | 3 International Epoch Mean motion derivative| | second derivative =| | Elem i

S Number |J Designator Yr | Day of Year (plus fraction) (rev/day /2) (rev/day2 /6) Bstar (/ER & | num 5
[Year] Lch# | Piece S S. S. S|E

1| |116]6|0|9(U| [8|6|0]|1|7|A 913]|3|5[2|.|5[3]5]0]|2]|9|3|4 .{0f|0]0|0|7|8|8[9 ofofofojo| |0 1|0]5]2(9(-|3 0 3|4{2

Right Ascension of] Arg of Perigee Mean Anomaly Epoch |,

Inclination (de, the Node (deg) Eccentricity (deg) (deg) Mean Motion (rev/day) Rev |5

2| [1]6|6]0]|9 5|1f.|6[/1[9|0 1|3 3(3(4(0f [ofo]o|5|7|7|0| |1{0]|2|.|5]|6]8[0| |2|5|7|-|5|9|5(0f |1]|5 591140704478169

Nota. Formato para el conjunto de elementos de dos lineas, se puede observar en la segunda
linea los seis elementos orbitales usados normalmente. Adaptado de Transmission Format for
the Two-Line Element Set. (p. 107) por David A. Vallado, 2013, Fundamentals of

astrodynamics and applications.

Como en el TLE se da el movimiento medio »y la anomalia media M es necesario

hallar el valor de « y v a partir de estos. El movimiento medio n se define como
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ne £

donde ; es llamado parametro gravitacional estandar. (Vallado, 2013)

IS

El movimiento medio esta expresa en revoluciones/dia, para hallar el semieje mayor a

a partir de » es necesario expresarlo en radianes sobre segundos.

. 2
24(60)(60)

El llamado pardmetro gravitacional estdndar puede estar expresado en distintas
unidades, ademas esta ligado a un cuerpo, ya que es igual al producto de la masa del cuerpo

con la constante de gravitacion universal. Para la Tierra se tiene el siguiente valor

— 3 3
12=3.986005x10" = =398600.5 k’”—2
s s
entonces
u [ 3986005 i/(398600'5)(242)(602)(602)km
2 A7%n?

“4 7 - 3 2rn
24(60)(60)

por otro lado, para determinar la anomalia verdadera , a partir de la anomalia media M se

usan las siguientes relaciones.

La ecuacion de Kepler relaciona la anomalia media M y la anomalia excéntrica £,
hace falta un método numérico para calcularla y se obtiene de M =F —esin(E ) (Roddy,
20006)

De esta relacion se calcula £, ambas expresadas en radianes. Ademas, se tiene la

ecuacion que relaciona la anomalia verdadera » con £ | llamada también ecuacion de Gauss
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(Roddy, 2006)

A partir de esta ecuacion podemos determinar el valor de , necesaria para obtener la
posicion y velocidad del satélite. Existen muchos repositorios donde se puede obtener el
conjunto de dos lineas TLE.

Ejemplo 2.58.

Hallar la posicion y velocidad de un satélite con los siguientes elementos orbitales
p=11067.790,e =0.83285,i =87.87°,Q2 =227.89°,v =92.335°, w= 53.38°.

2

Solucion: Aqui p =b— luego a =7 P > =36126.64283480516 km haciendo uso de
a —e

nuestro algoritmo en MATLAB se obtiene los siguientes resultados:



Tabla 1.

Resultados numeéricos del algoritmo en MATLAB
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Datos Valores en km
Posicion (6525.368121,6861.531835,6449.118614 )
Velocidad (4.902279,5.533140,—-1.975710)
Rapidez 7.651889
Distancia del satélite hasta el
11456.534342

centro de la tierra
Perigeo
Apogeo

Centro de orbita

Nodo ascendente

Nodo descendente

(—2281.733870,—2792.992455 ,4843.262476 )
(25019.897841,30626.001921,—-53107.829066 )
(10228.215050,12520.008506 ,—21710.652057 )

(—4958.296297,—5485.530274,0.000000 )

(14748.734395,16317.021853,—0.000000 )

En el siguiente grafico se muestran los resultados obtenidos por Vallado (2013) para el

mismo ejercicio puede observarse la precision de los calculos.



Figura 26.

Posicion y velocidad de un satélite
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4.902 276
= | 5.533 124|knvs

-1.975 709

-0.377 860 07 0.554 641 79 -0.741 346 25

x IJK |»
Ty = [m}r'PQW = |-0.462 525 60 0.580 556 38 0.670 092 80
- 0.802 054 76 0.596 092 93  0.037 166 95
6525.344
= |6861.535|km
6449.125

g T -0.377 860 07 0.554 641 79 -0.741 346 25
k= [POW})PQW = |-0.462 525 60 0.580 556 38 0.670 092 80
- 0.802 054 76 0.596 09293 0.037 166 95

|

11447.0219
0

4.753 601

-5.996 222
[ 0

-466.7639 ]

|

Nota. Adaptado de Fundamentals of Astrodynamics and Applications (p. 152) por David A.

Vallado, 2013.

Ejemplo 2.59.

El siguiente TLE son los datos de entrada para el satélite (spot-6), determinar la

posicion y velocidad. (Saleh y Abdulla, 2020)

Tabla 2.

Conjunto de dos lineas para el spot-6

1 38755U 12047A  14148.142953  .00000295

00000-0

73402

0 9574

2 38755 98.1987 215.8134 0001368

80.3963

279.7434

14.58528066 91251
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Tabla 3.

Comparacion de mi algoritmo con los resultados de otras investigaciones

Spot 6
Mi Cartosat-  Cartosat-2B Spot 6 Gsat-14
Vectores (our
algoritmo 2B (TLEs) (our results) (TLEs) (TLEs)
results)
X (km) -5739.308786  -6231,7560 -6234,8471 -5736,9414 -5740,1912  36095.3223
Y (km) -4138.662435  -3189.,4018 -3180,6681 -4136,9553 -4130,5381 -21779.412
Z (km) 15.187708 14,8069 13,9406 15,1814 12,2793 3,4839025
Tmag(km) 7075.904378 7000,5204 7000,6716 7072,9857  7072,9215 42157.0290
Vi (km/s) -0.612286 0,4537396 -0,33406481  -0,6124123 -0,5190191  1.58869530
Vy (km/s) 0.878082 0,9400898 1,0001334 0,8782634  0,9451343 2,6330807
V. (km/s) 7.428827 7,4776527 7,4760139 7,4303591  7,4292566  -0.0676820
Vinag(km/s) 7.505558 7,5501615 7,5501169 7,5071055  7,5071469  3.07523442
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III. METODO

3.1 Tipo de investigacion

Este trabajo es una investigacion teorica basica de disefio documental, aborda un tema
ya existente y muestra algunos resultados propios obtenidos. Es una investigacion documental
pues fue realizada con el uso de libros y articulos relacionados al tema analizando la teoria,
proponiendo ejemplos y resultados.
3.2 Ambito temporal y espacial

El ambito espacial en la cual se desarrolla esta investigacion es en la Facultad de
Ciencias Naturales y Matematica de la Universidad Nacional Federico Villarreal. El ambito
temporal serd finalizado entre los meses de enero y julio del 2024.
3.3 Variables

No se definen las variables en este trabajo de investigacion matematico.
3.4 Poblacion y muestra

Dado que la presente investigacion es de disefio documental no sera necesario
considerar poblacion ni muestra.
3.5 Instrumentos

Busqueda y revision documentaria de articulos de investigacion y libros. Uso del
razonamiento critico, logico inductivo y deductivo.
3.6 Procedimientos

El procedimiento central es la recoleccion y clasificacion de fuentes bibliograficas y
posteriormente un analisis exhaustivo de informacidon encontrada.
3.7 Analisis de datos

Puesto que el trabajo es de investigacion documentaria en esta seccion se desarrollara

el analisis de resultaos obtenidos de la revision bibliografica.
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3.8 Consideraciones éticas
Teniendo en cuenta que el trabajo es de tipo basica documental todas las fuentes
utilizadas son citadas adecuadamente. El procedimiento es:
e Recopilacion de fuentes bibliograficas relacionadas al tema de investigacion.
e C(lasificacion de fuentes bibliograficas hasta determinar el articulo principal y demas
libros usados en la investigacion.
e Eleccion de las definiciones y proposiciones adecuadas para demostrar el problema
principal.

¢ Elaboracion del informe final de la investigacion.
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IV. RESULTADOS

En respuesta al objetivo general de extender la formula de Rodrigues para vectores n-
dimensionales dada por exp(QuAv) = I —(1—cos ) proy,,,, +sin H(uAv) se ve en ¢l Teorema
2.52 que la matriz proveniente del producto cuiia uAv con u,vell” tal que ||uAv|| =lyfeR

es una manera satisfactoria y hermosa de condensar los resultados, puede observarse que si

tomamos como caso particular # =3, esta formula se transforma en

0 Uy —Vjly UV — Vi3

UAV =| uyv; —vyuy 0 U3 —Vouy |[=—A,, = A

—Uxvy

M3V1 — V3U1 U3V2 — V3U2 0

De donde |~uAv|=|lu|||[v|sin@=[uxv|=1, si se define #=-UXV ya se tiene el cje
de rotacién, ademas del Lema 2.51. se sabe que (uAv)’ =—[uAv|’ proy,, esto es
proy,, =—(uAv) =—A>
por lo tanto

exp(QuAv) =1 —(1—cos 8) proy,,, +sin O (uAv)
exp(QuAv) = —(1-cos O)(-A2) +sin O(A,,)

exp(OuAv) = I +(1—cos O)A2 +sin 6A,,

Si se compara esta expresion con R(n,0)=1I+(sin@)A, +(1—cos@)A> en R3 se
puede notar que al demostrar la formula general y hacer uso del hiperplano generado por u y
v, se usa de manera indirecta el eje de rotacion n =—uxv=vxu ,yno uxyv esto no representa

al fin y al cabo ninglin problema ya que como se explico al principio, el sentido o direccion

pueden ser obviados.



130

En relacion con el objetivo especifico de definir rotaciones especiales se tiene que las

aplicaciones A: R® - R? y u: R? > R3 cuyas matrices estan dadas por

|3 4
RN N e 1|
—AB B

BlNw  Nwil+w

Jw
N

0

nos permitieron demostrar, usando curvas, la formula de rotacion de Rodrigues en R3.

Esto es, se busca la parametrizacion de un circulo situado en el plano Z =AX +BY +C

conociendo solo el punto inicial y el centro de rotacion, el método usado es geométrico y se

basa en calcular el seno y coseno del dngulo de rotacion en base a los coeficientes de las

componentes eje de rotacion. Como consecuencia de este método se pudo aplicar para conocer

puntos notables de las secciones conicas estudiando sus diversas posiciones y relacionandolas.

Figura 27.

Superficie generada por el foco de una elipse

Nota. En el grafico se muestran las superficies generadas por los focos de una seccion conica:

Elipse, cuyas ecuaciones paramétricas son F(4,B) = i\/1_—
+w

J2c
(1-w)

(A,B, w)+

(i)

(4,B,1) donde



131

w= A’ +B* <1, se puede notar que uno de los focos (signo +) se encuentra siempre debajo

mientras que la otra (signo -) esta arriba, esto para valores de C > 0.

Asi mismo las rotaciones especiales permiten describir las orbitas de satélites.

Ejemplo 2.60.

Obtener la posicion y velocidad del satélite con los siguientes elementos orbitales

a=8788,e=0.1712,i =153.2°,€2 =255.3°,v =28.45°, w= 20.07°.

Figura 28.

Elementos orbitales y posicion del satélite

0= 128.45° Initial

state
o =20.07° h!

g
~ Perigee
L &

S

Equatorial
plane —

Descending
node

(Retrograde orbit)

Nota. En el grafico se ven algunos elementos orbitales, la posicion, sentido y velocidad del
satélite. Aproximadamente la posicion es 7 = —6042.00811 — 3492.0747] + 2504.5154k y
velocidad v = —3.4566311 + 6.616545] + 2.537041k en (km,km/s) respectivamente.
Adaptado de 4 plot of the orbit identified in Example 4.3. (p. 195), por Howard D. Curtis, 2019,

Orbital Mechanics for Engineering Students.
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V. DISCUSION DE RESULTADOS

A partir de los resultados obtenidos en la seccion 2.3.6 se acepta la hipotesis planteada
de que puede extenderé la formula de rotacion de Rodrigues para R™ dada por la definicion
(2.3.27). Este resultado guarda relacion con lo establecido por Hanson (2011) quien
proporciona la manera de reemplazar el producto vectorial de R3 por nuevas operaciones entre
vectores, el producto cufia de vectores es la clave principal, ya que proporciona el sustituto
adecuado al producto cruz, pues al tomar la exponencial de estas matrices se obtienen las
formulas de rotacion en R™.

Por otro lado, el hecho de definir rotaciones especiales simplifica de cierta manera las
operaciones para hallar, por ejemplo, las 6rbitas de los satélites ya que no solo se obtienen la
velocidad y posicion sino el perigeo, apogeo, nodo ascendente, nodo descendente, la ecuacion
de la linea de nodos, el centro de la orbita, etc. Estos resultados guardan relacion con los
ejemplos presentados por Vallado (2013), Saleh y Abdulla (2020), y Curtis (2019) quienes

trabajan con algunas rotaciones elementales e incluso ecuaciones diferenciales.
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VI. CONCLUSIONES
6.1. En esta tesis se generalizé la formula de rotacion de Rodrigues en R™, esto gracias a la

introduccion de nuevas operaciones entre vectores en R™ como el producto cufia

A:0"x0"—>M el cual estd relacionado con el producto cruz en R3?® via
||uAv|| = ||u X v|| = ||u||||v|| sin@, siendo 6 el angulo formado por dichos vectores.

6.2. Se definieron rotaciones mas sencillas entre R? y R® denominadas rotaciones especiales,
gracias a esto fue posible la demostracién para las rotaciones en R® mas aun no solo se
puede aplicar a circunferencias sino a cualquier otra curva conica o arbitraria. Igualmente
son de utilidad para rotar curvas y describir trayectorias.

6.3. En esta tesis se demostrd la formula de rotacion Rodrigues de una forma distinta gracias

al uso de curvas y las rotaciones especiales.
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VII. RECOMENDACIONES
Establecidas las conclusiones y resultados se recomienda que:

7.1. Al aplicar una rotacion en espacio de dimension mayor a tres, no se debe realizar una
suposicion inmediata sobre lo que se espera obtener ya que al ser un terreno que no
podemos ver o imaginar de manera directa puede llegar a concluir resultados
incorrectos. En ese sentido cuando se hace la rotacion en R" ysiq = R(u, v,0)p no es
cierto que el angulo formado por p y q es 8, sino que la rotacion se realizoé en el
hiperplano generado por u y v; por esta razén deben verificarse dicho dngulo con los
vectores a = proy,,p y b = proy,,,q tal y como en el Ejemplo 2.53.

7.2. Las rotaciones especiales juegan un papel importante en el desarrollo de este trabajo,
actian como movimientos rigidos para las curvas, y solo se recomienda usarla para
curvas contenidas en planos ya que esta fue una condicion necesaria para su desarrollo.
En otras palabras, si la curva no se encuentra sobre un plano de la forma Z = AX + BY
entonces el resultado ya no serd una curva contenida en el plano coordenado XY, sino
una curva simplemente rotada.

7.3. En la demostracion del Teorema 2.38 no tomar cualquier vector normal al plano, sino
solo uno que sea normal a la cara principal del plano Z = AX + BY , esto se debe a que
debe haber concordancia con los casos establecidos en la seccion 2.1.4 Orientacion de
un plano lo que es imprescindible para las curvas orbitales.

7.4. Si bien las orbitas polares existen (cuando el plano orbital pasa por los polos o tiene
angulo de inclinacion 90°) no es recomendable tomar i =90° a pesar de que algunos
programas pueden considerarlo como 1.6331239 x 10'® un valor muy grande, esto
ocurre porque este caso no esta dentro de los valores permitidos pues no existe tan90°,

en este caso se requiere estudiar los planos perpendiculares de manera particular.
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