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RESUMEN

En esta investigacion, se llevé a cabo un estudio exhaustivo sobre la diferenciabilidad de la norma
en un espacio de Banach. El objetivo primordial consisti6 en presentar una perspectiva
innovadora mediante la aplicacion de conceptos abstractos comunes teniendo en cuenta un
teorema de caracterizacién de norma diferenciable, avanzando asi en la comprensién de la
diferenciabilidad. Durante este proceso, se realizaron revisiones bibliograficas de articulos y
revistas cientificas relevantes para respaldar y enriquecer el analisis. Ademaés, se llevaron a cabo
ejemplos concretos como parte integral de la metodologia. En el transcurso de esta investigacion,
se desarroll6 un teorema de caracterizacion de las normas Fréchet diferenciables (teorema de
Smulian), apoyado en una sélida base de conocimientos previos tales como aplicaciones lineales
acotadas en espacios normados, espacios duales, reflexividad, funciones convexas, y la
diferenciabilidad de Fréchet y de Gateaux en espacios de Banach. Este enfoque permitié una
comprension mas profunda de las propiedades de diferenciabilidad en el ambito de los espacios

de Banach, consolidando asi el fundamento teérico de la investigacion.

Palabras clave: espacio de Banach, diferenciabilidad de Frechét, diferenciabiliad de

Gateaux.
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ABSTRACT

In this research, a comprehensive study of norm differentiability in a Banach space was carried
out. The primary goal was to present an innovative perspective by applying common abstract
concepts to a differentiable norm characterization theorem, thus advancing the understanding of
differentiability. During this process, literature reviews of relevant scientific articles and journals
were performed to support and enrich the analysis. In addition, concrete examples were carried
out as an integral part of the methodology. In the course of this research, a characterization
theorem for differentiable Fréchet norms (Smulian's theorem) was developed, supported by a
solid base of prior knowledge such as bounded linear mappings in normed spaces, dual spaces,
reflexivity, convex functions, and Fréchet and Gateaux differentiability in Banach spaces. This
approach allowed a deeper understanding of differentiability properties in the field of Banach

spaces, thus consolidating the theoretical foundation of the research.

Keywords: banach space, Frechét differentiability, Gateaux differentiability.



1. INTRODUCCION

El analisis funcional, como rama propia de las matematicas, se adentra en la exploracion
detallada de espacios de funciones, desplegando un enfoque que va mas alld de la mera
manipulacién algebraica. Su origen se encuentra intrinsecamente ligada al estudio de
transformaciones fundamentales, como la transformacion de Fourier, que desencadenaron el
interés en comprender la estructura y propiedades de funciones en contextos mas generales. Este
campo se revela como una guia en el analisis de ecuaciones diferenciales y ecuaciones integrales,
proporcionando herramientas conceptuales y metodologicas esenciales para abordar fen6menos

complejos en diversas disciplinas.

El estudio de espacios normados en el analisis funcional aporta una dimensién crucial,
permitiendo la definicion precisa de normas que mide la magnitud de elementos en dichos
espacios. Esta caracteristica no solo confiere rigurosidad matemaética, sino que también establece
las bases para entender la convergencia, continuidad, comportamiento geométrico y
diferenciabilidad de funciones en un contexto mas general. Los espacios de Banach son un tipo
especial de espacio normado que posee la propiedad adicional de la completitud, la cual garantiza
que toda sucesion de Cauchy en el espacio converge a un limite dentro del espacio. Estos espacios
desempenan un papel fundamental en el andlisis funcional, proporcionando un fundamento

solido para el estudio de las funciones y las ecuaciones en espacios vectoriales.

La diferenciabilidad en espacios de Banach constituye un concepto esencial en el analisis
funcional, destacando por su capacidad para generalizar la nocion tradicional de derivadas a
contextos mas amplios y abstractos. Una funciéon f:E € X — Y, donde X y Y son espacios de
Banach, se considera diferenciable en un punto x de su dominio si existe una aplicacién lineal
continua, denominada derivada de f en ¥ que aproxima adecuadamente el cambio de f en las

cercanias de x .



1.1 Descripcion y formulaciéon del problema

1.1.1 Descripcion

El presentre trabajo de tesis consiste en una exploracién exhaustiva destinada a
proporcionar una comprensién mas profunda de las normas diferenciables en espacios de
Banach. La eleccion de los espacios de Banach como objeto de estudio no solo implica una
extension natural de los espacios normados, sino que también permite abordar problemas
analiticos més sofisticados al considerar la completitud normada. Ademas, se llevara a cabo un
minucioso analisis de los aspectos de la diferenciabilidad en los sentidos de Fréchet y Gateaux en
espacios normados generales. Como parte central de la investigacion, se desarrolla un teorema de
caracterizacion de las normas Fréchet diferenciables en espacios de Banach con dos
consecuencias de dicho teorema. En conclusion, se busca un un mejor entendimiento sobre las

propiedades fundamentales de la diferenciabilidad en este contexto.
1.1.2 Formulaciéon del Problema

¢Cuales son las condiciones suficientes y necesarias para que una norma en un espacio

de Banach sea diferenciable en el sentido de Fréchet?

1.2 Antecedentes

En el trabajo desarrollado por Reyes (2010) se especifica de manera minuciosa las
definiciones fundamentales en torno a la diferenciabilidad de Fréchet y de Gateaux. Este analisis
inicial sienta las bases para explorar con mayor profundidad el Espacio de Asplund, donde se
aborda una conclusion mas robusta mediante el estudio de la derivada de Fréchet. Ademas, el

autor profundiza en lo que es el principio variacional de Ekeland, desplegando conexiones



significativas con el teorema de Bishop—Phelps y recalcando una de sus principales

consecuencias.

En la publicacion electrénica de la Universidad de Valencia desarrollada por Garcia (2007)
nos presenta las definiciones detalladas sobre la derivada de Gateaux y Frechét, explorando su
conexion en espacios de dimension infinita. Este andlisis inicial establece las bases necesarias
para abordar de manera mas profunda el estudio del calculo y sus variaciones més generales,
resaltando la importancia de comprender estas herramientas matematicas en el contexto de
funciones no lineales. Asimismo, el entendimiento proporcionado en estas definiciones facilita la
posterior aplicacion de estos conceptos en problemas mas avanzados, consolidando asi la

comprension general del analisis funcional no lineal.

En Cabrales y Rojas (2006) se presenta un criterio que establece la diferenciabilidad de
una funciéon f: X - Y, donde X y Y son espacios de Banach. Este criterio no solo es fundamental
para generalizar las reglas tradicionales del calculo diferencial, sino que también desempefia un
papel crucial en la obtencion de la diferenciabilidad de algunas normas de espacios funcionales
clasicos. La meticulosa explicacion de este criterio proporciona una base solida para comprender
cémo la diferenciabilidad se extiende a contextos méas generales, permitiendo asi aplicaciones mas

amplias en el analisis funcional no lineal.

En el trabajo desarrollado por Chillitupa y Matencio (2013) se expone de manera
exhaustiva los conceptos fundamentales del anélisis funcional, abordando aspectos clave como
espacios vectoriales, aplicaciones lineales y multilineas, espacios normados, espacio de Banach y

equivalencia de normas. Esta sdlida base tedrica sienta los cimientos necesarios para la posterior



exploracion de definiciones y aplicaciones relacionadas con la diferenciabilidad en espacios de
Banach. Se concluye con una exploracion detallada de las derivadas de orden superior en espacios
de Banach, incluyendo aspectos como la segunda derivada y derivadas sucesivas, consolidando

asi un enfoque completo y riguroso en el estudio de funciones en estos contextos matematicos.

En el articulo electronico presentado por Sarsoruo (2022) se destaca la existencia de la
diferenciabilidad de una funcién en un punto especifico conlleva a la presencia de un limite y
continuidad en dicho punto. El autor aborda conceptos fundamentales como limite, continuidad,
linealidad y bilinealidad, resaltando su importancia en el anélisis de la teoria general de
diferenciabilidad en espacios normados. El propoésito principal del articulo es introducir un
enfoque novedoso que emplea ideas abstractas comunes para promover una comprensiéon mas
profunda de la diferenciacion. Ademas, se exploran resultados significativos relacionados con la

diferenciabilidad y continuidad de funciones implicitas en los espacios de Banach.

1.3 Objetivos
1.3.1 Objetivo General
Enunciar y demostrar un teorema de caracterizacion de normas diferenciables en un

espacio de Banach.

1.3.2 Objetivos Especificos
a) Estudiar las nociones de diferenciabilidad Frechét y Gateaux, con especial atencién a
cuestiones de diferenciabilidad de la norma en espacios de Banach.
b) Analizar la relacion existente entre la diferenciabilidad en espacios normados y el

teorema de caracterizacion de las normas Frechét diferenciables.



¢) Estudiar las consecuencias que se dan a partir del teorema de caracterizacion de las
normas Frechét diferenciables.
d) Explorar ciertas caracteristicas geométricas de las normas dentro de un espacio de

Banach

1.4 Justificacion

La presente investigaciéon se embarca en la caracterizaciéon de normas diferenciables en
espacios de Banach para abordar una brecha de conocimiento existente en el anlisis funcional.
La noci6on de diferenciabilidad en estos espacios desempefia un papel crucial en la comprensién
de la estructura y el comportamiento de funciones y operadores. La falta de una caracterizacion
detallada restringe la capacidad de entender completamente las propiedades especificas y las
relaciones entre las funciones en estos espacios. La necesidad de una comprensiéon mas exhaustiva
se manifiesta en el deseo de superar esta limitaciéon y proporcionar una base sblida para futuras

investigaciones en este campo.

El presente estudio busca proporcionar una comprensién mas profunda de las normas
diferenciales, especialmente desde la perspectiva de Fréchet. Esta comprension no sblo
enriquecera la teoria del analisis funcional, sino que también tendra implicaciones practicas en
diversas areas, asi como la optimizacién no lineal, las ecuaciones diferenciales parciales, etc. La
identificacion de propiedades locales y globales de funciones diferenciables en espacios de Banach
facilitara la aplicacion efectiva de estas teorias en diversos contextos. Ante ello, la importancia de
esta investigacion es la de proporcionar herramientas mas precisas para resolver problemas
complejos que involucran funciones en espacios de Banach, lo que traera beneficios tanto teéricos

como practicos para la comunidad academica.

La finalidad de esta investigacion es contribuir al desarrollo continuo de la teoria de

anélisis funcional, al proporcionar herramientas mas precisas y especificas para el estudio de



funciones y operadores en espacios de Banach. Al caracterizar las normas diferenciables y
explorar teorema de caracterizacion de las normas Frechét diferenciables y sus consecuencias, se
pretende avanzar en la comprension de propiedades importantes, como la convergencia en un
sentido mas amplio, la rotundidad (o caracter estrictamente convexo), la uniformidad rotunda (o

uniformidad convexa) y las propiedades de reflexividad en estos espacios.



II. MARCO TEORICO

2.1 Espacios Métricos
En esta seccion, se presenta la idea fundamental del espacio métrico y algunos ejemplos.
Definicion 2.1

Dado un conjunto no vacio X, una métrica o distancia sobre X es una aplicaciéon

d: X x X — R* que verifica las siguientes condiciones:

i) d(x,y) = 0paratodox,y € X.

ii) d(x,y) =0siysolosix =y

iii) d(x,y) = d(y,x) paratodo x,y € X.

iv) d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) paratodo x,y,z € X. (Herrero, 2010)

Definicion 2.2

Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto no vacio y d es una métrica
en X. Si d cumple (i), (iii) y (iv), entonces diremos que la aplicacién d es denominada una

pseudometrica sobre X y (X, d) se denomina espacio pseudometrico. (Herrero, 2010)
Ejemplos.

e SeaX = Rylaaplicacion d: R x R — R definida por d(x, y) = |x — y|, las condiciones de
métrica se deducen facilmente de las propiedades de valor absoluto. Por lo tanto, (X, d)
es un espacio métrico. A esta distancia la llamaremos distancia usual de R.

e El par ordenado (X, dp) es un espacio métrico, donde d; representa la métrica discreta,
definida de la siguiente manera:

Osix=y

dp(x,y) ={151’xqty



2.2 Espacios Vectoriales Normados

En esta seccién, comenzaremos definiendo una métrica mediante una norma en un
espacio vectorial, lo que nos llevar4 a la creacion de un espacio normado. Se necesitan conceptos

claves, como continuidad, convergencia y espacios de Banach.
Definicion 2.3

Sea X un espacio vectorial sobre R. Una funcion || .|: X — R que verifica las siguientes

propiedades (Le6n, 2008):

i) ||x]] = 0 paratodox € Xy ||x|| = 0siysolosix=0.

ii) |lax|| = |a|||x|| paratodox € Xy a € R.

iii) |lx+ y|l < |lx|l + |lyl|l para todo x,y € X.
Se denominara una norma sobre X. Al par (X, || . ||) se le llamara espacio normado.
Proposicion 2.4

Si || .|| es una norma sobre X, entonces la aplicacion
d:XxX — RY/d(x,y) = llx —yll

es una métrica en X que satisface las propiedades:

1) d(x+2zy+z) =d(xy)paratodox,y,z € X.

2) d(Ax,y) = |A|d(x,y) paratodo x,y € X y A2 € R. (Guccione y Guccione, 2017)
Demostracion.
Primer demostraremos que d es una métrica

Dd,y)=llx—yll =20 = d(x,y) =0



dx,y)=0 < |lx-yll=0 ®@x-y=0=x=y
i) d(x,y) = llx =yl = (D& =l = |1=1llly = x|l = lly = x[l = d(y,x)
= d(x,y) = d(y,x)
w)dx,z) =llx—zll=llx—y+y—zl <llx—yll+lly +zll = d(x,y) + d(,2)
=d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)
Por la Definicion 2.2 se concluye que d es una métrica.
Ahora, verificando 1) y 2)

) dx+zy+z)=lx+z-(@+2)l=lx-yll=dkxy)
=dx+zy+z)=d(xy)
2) d(Ax,Ay) = ||Ax = yll = IA(x = )|l = [Alllx = ¥l = [Ald(x, ¥)
= d(Ax, Ay) = |A|ld(x,y)

Definicion 2.5

Decimos que una distancia d: X X X — R esta asociada a una norma, si existe una norma

| .|l en X tal que d(x,y) = ||x — y|| para todo x, y € X. (Guccione y Guccione, 2017)
Definicion 2.6
Sea (X, || . ||) un espacio vectorial normado, un numero r > 0y x € X, se define:

B(x,7) ={y € X : |lx — y|| < r}alabola cerrada de radio r con centro en x.
S(x,r)={y € X : |lx — y|l = r}la esfera de radio r con centro en x.
N(x,7) ={y € X: ||lx — y|| < r}labola abierta de radio r con centro en x. (Guzman, 2012)

Definicion 2.7

Sea (X, || . ||) un espacio vectorial normado, denotaremos a la bola unitaria como
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BX)={xeX: |x|| <1}
y a la esfera unitaria como (De Blasi, 1977)
SK)={xeX: |xll =1}

Definicion 2.8

Sea X un espacio vectorial. Un conjunto A c X es convexo si para cada a,b € X, el

segmento

[a,b] = {Aa+ (1 —A)b; 2 €[0,1]}
esta contenido en A. (Kreyszig, 1991)
Ejemplos.
¢ En el conjunto de los nimeros reales (R), cualquier intervalo es un conjunto convexo.
Ademis, segiin una convencion aceptada, el conjunto vacio también se considera convexo.
e Los hiperplanos H(p,a) = {x € R"/p.x = aparaa € R,p € R",p # 0} son conjuntos
convexos
e Una bola abierta: N(x,7r) ={y e R": ||[x —y|| <r}, con x e R" y r > 0 es un conjunto
convexo

Definicion 2.9

Sean (X, || .||) un espacio vectorial normado y {x,},-; una sucesiéon en X. Diremos que la

sucesion {x, }n—, es convergente a x, € X si para cualquier ¢ > 0 existe N € N tal que (Le6n, 2008)

lx, — x0|| < e paratodon = N
. . © .
en caso contrario se dice que {x, }n-, no es convergente (o divergente).

Nota.

Si {x,}n=, es convergente a x € X, diremos también que x es el limite de x,, cuando n — o y lo

denotaremos como lim x, =x 6 x, —x

n—oo
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Teorema 2.10

Sea (X, || . ||) un espacio vectorial normado y {x, }s-; una sucesiéon en X. Six, — xy
X, — y entonces x = y. (Guzman, 2012)
Demostracion.

Seae > 0,como x, — x y x, — y entonces, por la Definicién 2.9, existen dos enteros N;, N,

tal que

o, — x|l <§sinzzv1

it = ¥l < sin = N,
Ahora, consideremos N’ = max (N, N,). Paran > N’ se cumplen ambas desigualdades.

Luego, paran > N’ se tiene

£ €

0=<llx =yl =llx=xn +xn = yll < llx = xall + llxn = Yl <545
=0<|lx—yll<e

Esto implica que ||x — y|| < & para cualquier € > 0, lo cual significa que x = y

Procederemos a establecer la nocion de sucesion de Cauchy, ya que desempenara un papel crucial
en la definicion del espacio de Banach.

Definicion 2.11

Sean (X, ||.]]) un espacio vectorial normado y {x, },-; una sucesiéon en X. Diremos que

{xn}n=1 es de Cauchy si, (Ledn, 2008)

lim ||lx, —x, | =0
n,m—oo
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Es decir, para cada € > 0, existe N € N tal que para cada n,m > N se cumple ||x,, — x,,, || < &.
Proposicion 2.12
Sea(X, || .|) un espacio vectorial normado y {x,};=, una sucesion en X. Entonces

a) Si{x,}m=, es de Cauchy, entonces {x, };-; es acotado.
b) Si{x,}n-; es de Cauchy y esta sucesion contiene alguna subsucesion convergente,

entonces {x,}n-; es también convergente (Le6n, 2008).
Demostracion.

a) Como {x,}n=, es de Cauchy, por la Definicion 2.11, tomando € = 1 existe N € N tal que
para cada m,n > N se tiene ||x,, — x|l < 1.
Luego, sabemos
oen Il = llxm Il < lloxn — 2xm Il < 1
De esta forma, se obtiene la desigualdad
—1 < |||zl = [l ]l < 1 paracadam,n = N
Ahora, tomandom = N,n > Ny M = max{1 + |[xy|l, l|x.l, [lx2]l, ..., ;|| } s concluye que
llx,|l <M paran =1,2,3
Por lo tanto, la sucesion {x,,};—; es acotada
b) Sea {x,, },-1 una subsucesion de la sucesion de Cauchy {x,};-1
Como la subsucesion es convergente, entonces 3x € X tal que x,,, — x si i — oo, lo que
implica
para cada ¢ > 0 existe N € N tal que ||x,, — x|| < %si n; =N
Por otro lado como {x,},—; es de Cauchy, entonces se tiene que

para cada € > 0 existe N’ € N tal que para cada m,n = N' se tiene||x,, — x,|| < %

Ahora, tomando N = max{N;N'},n > Nyn; > N, se obtiene



13

”xn _x” = ”xn - Xp,; + Xn, _x”

< I = 2l + [l 2m, = Il

Entonces, por la Definicion 2.9 se concluye que {x, },=;, €s convergente.

Nota.

Un espacio vectorial normado en el que cada sucesiéon de Cauchy es convergente se le denominara

espacio normado completo.
Definicion 2.13

Un espacio de Banach es definido como un espacio vectorial normado (X, || .|]) en el cual
cada sucesion de Cauchy converge, lo que significa que el espacio (X, || .||) es completo. En otras

palabras, un espacio de Banach es un espacio normado completo. (Siddiqi, 2018)
Ejemplos.

e Los espacios de funciones
C([a,b]) ={f : [a,b] — R : f es continua en [a, b]}
con la norma
I Il: €([a, b]) — R
definida por

Ifllu = sup [f(x)l

x€[a,b]

Cl([a,b]) ={f : [a,b] — R : f'(x) existe y es continua en [a, b]}
con la norma

I 1% C*([a, bD) — R
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dada por
WA = N f I + Nl

son espacios de Banach.
e Losespacios I3, = (R, || . |l) ¥ Iy = (R™, || . ||,) con p = 1, considerando

lIxlleo = sup |x;]
1<isn

LG 1
Ixll, = O lxly?
i=1
son espacios de Banach.

Definicion 2.14

Un producto escalar en un espacio vectorial E es una aplicacion b: E X E — R positiva,

bilineal y simétrica, es decir, se cumplen:

i) b(u,u) > 0siu # 0paratodou€E.

ii) b(u,v +w) = b(u,v) + b(u,w) para todo u,v,w € E.
iii) b(u, tv) = th(u,v) paratodou,v EEyt € R.

iv) b(u,v) = b(v,u) para todo u,v € E.(Simon, 2017)
Definicion 2.15

Un espacio pre-Hilbert es un espacio vectorial E dotado de un producto escalar (, ) y con

la norma Hilbertiana definida por

lulle = v (wwe

diremos que (E, || .||g) es un espacio de Hilbert, si es pre-Hilbert secuencialmente completo, en

otras palabras, si el espacio normado(E, || . ||z) es un espacio de Banach. (Simon, 2017)
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Teorema 2.16

Sea E un espacio pre-Hilbert, (,); su producto escalar y || .||z =+/(,)z. Entonces se

cumple que para cualquier u, v € E.

a) lu+vliz=llullz + lvlz + 2w, v).

b) llu+vliZ + llu—vllZ = 2(llullZ + llvII%). (Simon, 2017)
Demostracion.

a) Usando la bilinealidad y simetria
lu+vlz=@+v,u+tv)
= Wwwg+ @v)g+ Wv)p+ W ug
= lullg + vl + 2(u, v)g.
b) De manera similar de a) se llega a que
lw = vl = llullg + vz — 2w v)g
Ahora, sumando ||u + v||% y ||lu — v||% se concluye que

lu+ vl + llu—vllg = 2dlullz + lvIE)
Nota.

En relacion con el Teorema 2.16, se destaca que el item b) es cominmente conocida con el nombre

de ley del paralelogramo.

2.3 Aplicaciones lineales y acotadas en espacios normados

En esta seccidon, profundizaremos en las definiciones y propiedades esenciales de los
operadores lineales y acotados en espacios normados, ofreciendo una comprensiéon mas completa

de estos conceptos.
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Definicion 2.17

Sean (X, || .|lx)y (Y, || .]ly) dos espacios normadosy f: X — Y una aplicacion. Diremos que

f es continua en a € X, si para cada € > 0, existe § > 0 tal que

llx —allx < & implica que [If(x) — f(a)lly <e.

Diremos que f es continua en X, si es continua en a para todo a € X (Bartle, 1980).

Nota.

Una definicion equivalente a la de continuidad se expresa de la siguiente manera para cada

By (f (a), €), existe By (a, §) tal que f(Bx(a,8)) c By(f(a),¢).
Definicion 2.18

Sean (X, || .|lx)y (Y, || .]ly) dos espacios normadosy f: X — Y una aplicacion. Diremos que
f es uniformemente continua, si para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que para todo x,u € X con

llx — ullx < & implica que ||f(x) — f(w)l|ly < & (Bartle, 1980).

Nota.

Es fAcil probar que toda aplicacion uniformemente continua es continua. Sin embargo, en general

el reciproco no es valido.

Definicion 2.19

Sean (X, || .|lx)y (Y, |l .]ly) dos espacios normadosy f: X — Y una aplicacion. Diremos que

f es una funciéon Lipschitz en x,si existe una constante A > 0 tal que

If ) = fFlly < Allx —ullx

para cualesquiera x, u € X (Bartle, 1980).
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Proposicién 2.20

Sean (X, || .llx)y (Y,|.|ly) espacios normadosy f: X — Y una funcidn, si f es una funcion

Lipschitz en x entonces f es continua en x.
Demostracion.

Como f es una funcion Lipschitz por la Definicion 2.19 , existe una constante A > 0 tal que para

cualesquiera x,u € X,
Ilf () — fFlly < Allx — ullx
Ahora,seae >0y 8 = %con llx — x||x < & para cualquier x € X, pero como f es Lipschitz entonces

se tiene que

IfGO = F@ly < Allx — 7lly < A7 =

= If ) = fDlly <e

De la Definicion 2.17 se llega a que f es continua en X, pero como X es un elemento arbitrario de

X se concluye que f es continua en X.
Definicion 2.21

Sean (X,||.llx) y (Y,Il.lly) espacios normados sobre un cuerpo K(R o C). Un operador

lineal T: X — Y es una aplicacion que verifica las siguientes propiedades (Kreyszig, 1991)
i) T(x+y)=T(x)+T(y)paratodox,y € X
ii) T(ax) = aT(x)paratodox EXya € R

Estas dos propiedades pueden expresarse en una sola, dada por

T(ax + By) = aT(x) + fT(y) paratodox,y E Xy o, € R.
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Definicion 2.22

Sean (X,||.llx) ¥y (Y,ll.lly) espacios normados. Un operador lineal T:X — Y se dira

acotado si existe una constante M > 0 tal que

ITClly < Mllxllx
para todo x € X (Kreyszig, 1991).
Teorema 2.23

Sean (X,||.llx) y (¥,|l.lly) espacios normados y T: X — Y un operador lineal. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) T es continuo.
(b) T es continuo en el origen.
(c) T esun operador acotado.
(d) T es Lipschitz.
Demostracion.
(a) = (b)
Es evidente, por la definicion de continuidad.

(b) = (c)

X

R Tomando € = 1,36 > 0 tal que, si ||ul|y < 6,
X

Para cualquier x # 0 € X, consideremos u = §
entonces ||T(u)||ly < 1. Asi, se obtiene

X

llxllx

) ITCOlly <1

ITally = ||re

v llxllx



19

1
= Ty <5 llxlix

Por lo tanto, tomando M = %, por la Definicion 2.22 se concluye que T es un operador acotado

(0)=(d)
Sean x,u € X, luego por la linealidad y acotacion de T se obtiene que
ITC) =Ty = 1T —wlly < Mllx —ully
= [IT() —TWlly < Mllx —ullx
por lo tanto, de la Definicion 2.19 se llega a que el operador T es Lipschitz
(d) = (a)

Se verifica de la Proposicién 2.20.

2.4 Espacio Dual y Reflexividad

En la presente seccion, exploraremos las nociones fundamentales de funcionales lineales,
espacios duales y espacio doble dual. A través de estas herramientas, estableceremos una relacién
intrinseca entre la estructura geométrica de un espacio de Banach y la suavidad de su norma, la

cual se manifestara en términos de diferenciabilidad.
Definicion 2.24
Sean (X, ||.llx)y (Y,|l.|ly) espacios normados. El conjunto L(X,Y) esta definido como
L(X,Y)={T:X — Y /T esun operador lineal}
y L(X,Y) se define como

LX,Y)={T:X — Y /T es un operador lineal y acotado}.
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Cuando X =Y, entonces L(X, X) se denotara como L(X) (Leén, 2008).
Observacion.
El espacio L(X,Y) es claramente un espacio vectorial con las siguientes operaciones
@O (T+S)(x)=T(x)+S(x)
(it) (aT)(x) = aT (x)
conT,S€L(X,Y)yA€eK(RoC).

La norma de un operador T € L(X,Y) esta definida de la siguiente manera

TGOy
ITIl= sup ———
Ixlixzo  Ixllx

ademas, se verifica

ITIl = inf{M € R*; ITCOlly <M llxllx} = sup IT(x)lly = sup 1IIT(x)IIY

llxllx=1 [l x =<
Definicion 2.25

Sea (X, .lx), (Y, .lly) espacios normados y un cuerpo K (R o C). Un operador lineal

f:X — Y es llamado una funcional lineal si Y = R o C. (Kreyszig, 1991)
Definicion 2.26

Dado un espacio vectorial normado X y K=RoC, denotaremos como
L(X,K) ={f:X — K/f es lineal y acotado}, el cual sera denominado como espacio vectorial de
funcionales lineales, a este espacio vectorial lo denotaremos por X* = L(X, K), el cual es llamado

espacio dual de X.
Observaciones.

e Elespacio dual de X constituye un espacio normado, con la norma definida por
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1= sup LN G kol = sup IF G0

exzo xllx k=1 llixs1
e Se definira el doble espacio dual de X como {g: X* — K/g es lineal y acotado} y sera

denotado como (X*)* = X**.
Definicion 2.27
Sea X un espacio vectorial X. Una funci6on
p:X — [0,007 >
sera llamada seminorma, si cumple con las siguientes propiedades
1) p(Bx) = |Blp(x), paratodox € Xy B € K.
2)p(x+y) <plx)+p(y),paratodo x,y € X.

En términos simples, una seminorma es idéntica a una norma, excepto que puede haber

elementos x # 0 tal que p(x) = 0. (Villanueva, s.f.).

A continuacion, procederemos a definir las funciones sublineales de manera clara y precisa, ya
que estas seran de gran utilidad para comprender con mayor profundidad los siguientes teoremas

que se desarrollaran.
Definicion 2.28

Dado un espacio vectorial X sobre R o C. Una funcional sublineal p sobre X se define como
una aplicaciéon p: X — R positivamente homogénea y subaditiva, en otras palabras p cumple las

siguientes propiedades (Villanueva, s.f.)
1) p(ax) = a.p(x), paratodox € Xy a > 0.

2)p(x +y) <pl) +p(y),paratodo x,y € X.
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Observacion.

e SiX un espacio vectorial real y M c X un subespacio vectorial de X decimos que una
aplicacion lineal f: X — R extiende a f : M — R cuando

sy _( fx),sixeM
f(x)_{ 0 ,six€X\M.

Teorema 2.29 (Teorema de Hahn-Banach)

Sea X un espacio vectorial real, p: X — R una funcional sublineal, M c X un subespacio

vectorial de X y f: M — R una aplicacion lineal dominada por p, es decir, para cada x € M.
f(x) <p(x).

Entonces existe una aplicacién lineal f: X — R que extiende a f y que sigue estando dominada

por p, es decir, para cada x € X, (Villanueva, s.f)

fO) < p).

Una aplicacion destacada del teorema de Hahn-Banach se relaciona con funcionales lineales que

estan acotados.
Teorema 2.30

Sea X un espacio normado y Z un subespacio de X. Si f es una funcional lineal y acotada
definida en Z, entonces existe una funcional lineal £ en X la cual es una extensién de f en X y tal

que (Kreyszig, 1991)
I71l, = Iz

donde

IFll, = sup [FGOL Nfllz = sup If (ol

llx[l=1 llx]I=1
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Demostracion.
Si Z = {0}, entonces f = 0 yla extensién es f = 0
Sea Z # {0}. Primero debemos descubrir una p adecuada. Para todo x € Z tenemos
£ Ol < MIfllllx]l (2.1)
Luego, definamos una aplicacién
p:X — R con p(x) = |Ifllzllxll
Vemos que p esta definido en todo X, ademas
pCx+y) = flizllx + ¥l < UFUzCAlx N+ Ny ID = I flizlxll + 1 flizllyll = pG) + p(y)
= px+y) <px)+pQ) (2.2)
Ademas,
pax) = |Iflizllax|l = lalliflizllx]l = lalp(x)
= p(ax) = |a|p(x) (2.3)
Entonces de (2.2) y (2.3), por la Definicion 2.28 p(x) es una funcional sublineal
Por otro lado, sabemos que ||f]|;]|x|| = p(x) entonces de (2.1) se tiene que
lf Gl < p(x)
paracadax € Z.

Luego, por el Teorema 2.29 existe una aplicacion lineal f que extiende f a x tal que

f) sp)

para cada x € X.
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Como p(x) = ||f|lz|lx|| se tiene la desigualdad
FG) < flizllxl

f)

= —= < |Ifllz
[l |l
Asi,

IFlly = sup [Fol < Ufll

llxll=1
= |I7ll, <lIFlz (2.4)
Por otro lado como f extiende a f entonces

IF )| = If ol

Para cada x € Z. Asi

Ifllz= sup If()| = sup [f(x)| < sup |[f ()] = |||,
X€EZ xXeX XeEX
llxll=1 llxll=1 llxll=1

= Ifll; < 171, @5
En consecuencia, de (2.4) y (2.5) concluimos que

£z = [I71l,
Corolario 2.31

Sean X un espacio vectorial real o complejo, p una seminorma en X y x, € X. Entonces

existe una forma lineal f: X — K tal que, paratodo y € X

lf I <p»)

Ademas,
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f(x0) = p(xo)-

En particular, si X es un espacio normado entonces dado x, € X \ {0} existe una forma lineal y

continua f de norma 1 tal que f(x,) = ||x,]l. (Villanueva, s.f.)
Demostracion.
Consideremos N = gen{x,} y definamos la aplicaciéon

f:N =K
definida por

f(x) = Aixoll si x = Axo
paracadal € K
Por otro lado, tenemos
I Gco) | = [Allxolll = [Allxoll = [[Axo]l = ||l

Entonces, f es acotado. Luego

Wl = IIS_lhlollf(%)l = Sup I%oll =1 (2.6)

Xoll= Xoll=1

Para la segunda parte, si X es un espacio normado, por el Teorema 2.30 existe una funcional

lineal f que extiende a f y, ademés

71l = 1fi

Pero de (2.6) tenemos

Il =171=1

Por lo tanto, como f extiende a f y x, € N, se concluye que
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f(xo) =fxp) =1
Corolario 2.32

Sea X un espacio normado. Entonces para todo x € X, (Villanueva, s.f)
llxl[ = sup [f(x)I
feB(X™)

donde
BX)={feXx : |fllx=1}
Demostracion.

Fijando x € X, si f € B(X*) tenemos f € X* con ||f]| < 1, entonces como

|f ()

= sup———
A1 = sup =
x#0

Luego se tiene

|f (Ol
Tl S Il

= £ < ANl < lxll

|f (o)l
sup ——— < ||x]| 2.7)
fEB(X®) (E4|

Por otro lado, por el Corolario 2.31, tenemos que existe f lineal y continuo de norma 1 tal que,

f(x) = |Ix||, entonces se tiene

lxll = |[fG)] < sup If ()]
feB(X™)

= llxll < sup |f(x)] (2.8)
feB(X™)
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Por lo tanto, de las implicaciones (2.7) y (2.8) se concluye

lIxll = sup [fCo)l
feB(x™)

Definicion 2.33
Sea (X, || . ||) un espacio vectorial normado, podemos definir una aplicacion candnica
JX— X
definida por la relacion
J)(x") = x"(x)
para todo x* € X*. (Villanueva, s.f)
Definicion 2.34

Diremos que un espacio vectorial normado X es reflexivo, si la aplicacion J, es

sobreyectiva. (Martin, 2010)
Observaciones.

e A partir de la definicion proporcionada, es evidente que cada espacio reflexivo se asocia
con su espacio bidual, aunque tener esta condicion no es suficiente para que el espacio sea
considerado reflexivo. Puede ocurrir que haya una identificacién de X con X** distinta de
J vy que J no sea sobreyectiva.

e Dado que el bidual es siempre un espacio de Banach, se infiere en particular que todo

espacio reflexivo es Banach.
Nota.

Una caracterizacion de la reflexividad estaria dada de la siguiente manera:
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Un espacio de Banach es reflexivo si y solo si todo x* € X* alcanza su norma en la esfera unitaria

de X, es decir, dado x* € X* existe x € X de norma 1 tal que x*(x) = ||x*||. (James, 1964)
Ejemplos.

a) Los espacios normados de dimension finita son reflexivos debido a que
dim(X) = dim(X*) = dim (X**)
y un operador lineal uno a uno en espacios de dimension finita de la misma dimension es
sobreyectiva.

b) Los espacios £, con 1 < p < oo también son reflexivos.

c) Los espacios ¢, y ¢ no son reflexivos.
Proposicion 2.35

Si consideramos a X como un espacio de Banach, entonces X es reflexivo si y solo si X* es

reflexivo. (Martin, 2010)

2.5 Funciones convexas en Espacios de Banach

En esta seccion, introducimos los conceptos de espacios estrictamente convexos y
uniformemente convexos. A través de definiciones precisas, ejemplos ilustrativos y resultados
clave, buscamos desarrollar una comprension profunda de las propiedades geométricas y
analiticas de estos espacios, estas propiedades geométricas resultan cruciales para establecer

conexiones con la diferenciabilidad de normas.
Definicion 2.36

Sean X un espacio de Banach, A un subconbjunto convexo abierto no vacio de X, diremos

que f: A — R es una funcién convexa en A si satisface
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fx+ A=)y <tf()+ A -f»)
siempre que x,y € Ay 0 <t < 1. (Phelps, 1989)
Ejemplos.

e Lanorma f(x) = ||x]||, es claramente una funcién convexa. De manera general, si C es un
subconjunto convexo no vacio de X, entonces la funcion distancia

de: X — R*
x —d.(x) =inflllx—yll/yeClxeX

es continua y convexa en A (tener en cuenta que d.(x) = ||x|| si C = 0).
¢ El supremo de cualquier familia de funciones convexas es convexo en el conjunto donde
es finito. En particular, si B es un subconjunto acotado no vacio de X, entonces la funcién
de distancia més lejana
G:X—>R
x — G(x) = sup|lx — |
YVEB
es continua y convexa en B.

Definicion 2.37

La funcién norma || . || en un espacio de Banch X sera denominada estrictamente convexa
o rotunda si dado x,y € S(X) tal que ||[x — y|| = 2 entonces x = y, diremos que (X, | .||) es un

espacio de Banach rotundo sila || . || es rotunda (Deville et al., 1993)
Observacion.
Una caracterizacion de la Definicion 2.37 es la siguiente

En un espacio de Banach X, se considera a la funcién norma || . || estrictamente convexa (rotunda),

siempre que no haya segmento de lineas en la esfera unitaria. De manera equivalente, siempre y



30

cuando ||x|| = ||yl = 1 yx # y implique ||Ax + (1 — Dy|l < Allx|l + (1 — D)|ly|l, paratodo x,y € X,

0 < A < 1 (Phelps, 1989).
Proposicion 2.38

Las siguientes condiciones sobre una normal|.|| de un espacio de Banach X, son

equivalentes: (Deville et al., 1993)

a) Lanorma || .|| es rotunda (estrictamente convexa).
b) Six,y € X satisface 2||x||? + 2|ly||?> — ||x + y||? = 0, entonces x = y.
c) Si x,y € X cumple que ||x+ y|| = ||x|| + ||yl|conx,y # 0 entonces x = Ay para algin

A>0.
Demostracion.
(a) = (b)
Notemos que

2llxl1? + 2y 112 = llx + y112 = 21x)1? + 21y 112 = Alxll + llyID?
= (llxll = llylb* = 0
de modo que 2||x||? + 2||y||?> — |lx + y||? = 0, se tiene que
0= (llxll = llylD? = 0 = (lixll = llylD* = 0 = llxll = lIyll

por lo tanto, se puede suponer que x,y € S(X), luego se obtiene de 2||x||? + 2|lyll? = llx + y||> = 0
que ||x + y|| = 2 y de la hipétesis se concluye que x = y.
(b) = (a)
Por hipétesis se tiene que

Six,y € X satisface 2||x]|? + 2||yl|? — |lx + y||> = 0 entonces x = y



En particular tomando x,y € S(X) c X, tenemos
Sea x,y € S(X) satisface 2||x||? + 2||lyl|*> — |lx + y||> = 0 entonces x = y
Ahora, como x,y € S(X) entonces ||x|| = ||y|| = 1, reemplazando se obtiene que
Sea x,y € S(X) satisface ||x + y|| = 2 entonces x = y
Por lo tanto, de la Definicion 2.37 se concluye la norma || . ||es estrictamente convexa.
()= (a)
Por hipotesis se tiene
Six,y € X tal que [|x + y|| = ||x|| + ||y]| con x,y # 0 entonces x = Ay para algin A > 0
tomando x,y € S(X) c X, tenemos
Six,y € S(X) tal que ||x + y|| = |[x]| + ||y|| entonces x = Ay para algtin 2 > 0
Luego, como x,y € S(X) entonces ||x|| = ||y|| = 1, por tanto, remplazando se tendria
Six,y € S(X) tal que ||x + y|| = 2 entonces x = 1y para algiin 1 > 0
Ahora, tomando ||x + y|| = 2 pero como x = Ay para algin A > 0 se tendria que

Ay +yll = 2 =2ly|=2=21=1
1

Como 1 = 1y x = Ay llegamos a que x = y, entonces por la Definicién 2.37 se concluye que la

normal| . || es estrictamente convexa.
(a) = (c)
Sea ||x + y|| = ||x|| + ||y|l| para algtn x,y # 0.

Ahora podemos suponer sin pérdida de generalidad 0 < ||x|| < [|y]l, luego se tiene

31
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X X y y
ol = I+ el =l =l
el iy = el ™ el ™ el Ty

1 1
<II 30 =yl (i ||y||>

B 1524 1574 541

=—+ — + =2
el lxlllxdl iyl

Luego se concluye

ol =2 = el =
22 g+ i el Ty

Ahora, como ﬂ ”y—” € S(X), por la hipétesis llegamos a que

X _ ¥y IIxII

= = x =
lxll [yl IlyII

si/1——>O:>x—/1y,paraalgun/1>0

Iyl
Proposicion 2.39
Todo espacio de Hilbert es estrictamente convexo.
Demostracion.
Sea H un espacio de Hilbert y sean x,y € S(H) tal que ||x + y|| = 2

Luego, como H es un espacio de Hilbert esta dotado de producto interno, entonces satisface la

ley del paralelogramo, entonces tenemos
%+ 7% + llx = y1I* = 2(llx]I1* + llylI*)
= ||lx — ylI* = 2(lIxII* + lylI*) — 1% + ¥II? (2.9)

Ahora, de la hipotesis se sabe x,y € S(H) y ||x + y|| = 2, entonces reemplazando en (2.9) se tiene
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Ix-yl?=0= |lx-yl=0 =x=7
Por lo tanto, de la Definicion 2.37 se concluye que H es estrictamente convexo.
Definicion 2.40

La norma ||.|| en un espacio de Banach X es llamada uniformemente convexa o
uniformemente rotunda si lim||x,, — y,,|| = 0, si dado (x,), (v,) € S(X), tal que lim||x,, + y, || = 2.
Por otro lado, diremos que (X, || .||) es un espacio de Banach uniformemente rotundo sila || .|| es

uniformemente rotunda (Deville et al., 1993)
Observacion.
Una caracterizacion de la Definicion 2.40 es la siguiente

Un espacio de Banach X, sera llamado uniformemente convexo si, para cada € > 0, existe un

6(e) > 0,talque x,y € X, con ||x|| = [|y]l = 1y |lx — y|| = € impliquen (Beauzamy, 1982)

2] < 1000

Nota.

El numero §(¢) se le conoce como el médulo de convexidad de X, el cual est4 definido como

. x+y
= - |l = = j— >
6@ = inf {1 = =22 Il =yl = 1 1x = 1 = &}
Ejemplo.

e Elespacio de Hilbert H es uniformemente convexo. Utilizando la ley del paralelogramo
se tiene para cada x,y € H
1%+ ¥11> = 2(lIxl1* + llylI*) = llx + 7>
Ahora, supongamos ||x|| = ||y|l = 1y |lx — y|| = &, entonces reemplazando se obtiene

I+ 712 =2(2) = |Ix + 7|12 < 4 — £2
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= ||lx+y|I>? <4 —€?

Luego

&2
1—-—— =
4

”x+y

||x+y
2

|<
2

[<1-(1-

Tomandoal— [1-— % = (&), por lo tanto, tendriamos

”x+y

_ ”31—5@)

En consecuencia, el espacio de Hilbert H es uniformemente convexo.
Proposicion 2.41

Todo espacio uniformemente convexo es estrictamente convexo.
Demostracion.
Sean x,y € S(X), con ||x + y|| = 2, se tiene que demostrar que, x = y

Entonces supongamos que x # y, cdmo se esta trabajando en un espacio que es uniformemente
. . . x+
convexo, se tiene para cada € > 0, un numero 6(¢), con ||x — y|| = ¢ implica ”Ty” <1-46(9),

operando se tendria
llx +yll <2-258()

Pero sabemos que ||x + y|| = 2, entonces llegamos a que §(¢) < 0, lo cual es una contradiccion,

pues se sabe que &(g) > 0, por lo tanto, concluimos que X es estrictamente convexo.
Definicion 2.42

Sea (X, || .]) un espacio de Banach, se le denomina a la funcién norma || .|| localmente
uniformemente convexa o localmente uniformemente rotunda si para cada x € S(X)y {x,} € S(X)

tal que lim ||x + x,|| = 2 implica que lim |[x — x,,|| = 2
n—oo n—oo
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Observacion
Una caracterizacion de la Definicion 2.41 es la siguiente. (Fabian et al., 2001)
Una norma en un espacio de Banach X es llamada localmente uniformemente rotunda, si para
todo x,y € X satisface lim (2||x]|? + 2||x,,|I*> — |lx + x,,]|?) = 0 teniendo lim ||x,, — x|| = 0.
n—oo n—oo
Ejemplos.

e Los espacios ({’p, . IIp), 1<p<ooy(R"].|,), considerando la norma || .||, como

n 1/2
Ixll, = <Z|x?|)
i=1

son localmente uniformemente rotundos

e Los Espacios (¢, || - l|e) ¥ (R™, || . |l1), considerando la norma || . ||; como

n
Ixlly = > 1l
i=1

no son espacios localmente uniformemente rotundos.

2.6 Diferenciabilidad de la norma en espacios de Banach.

En esta seccion, tiene como objetivo presentar las definiciones de diferenciabilidad de
Frechét y de Gateaux como también la relacion que existen entre ambos acompanados de

ejemplos ilustrativos y teoremas importantes para el desarrollo del presente trabajo.
Definicion 2.43

Sean X un espacio vectorial, V un subconjunto no vacio de X y f: ¥V — R una funci6n. Si

para cada elemento x € V'y h € X el limite



f/@W) = lim,

fG+Ah) - f(X)

A
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existe, entonces f'(x)(h) sera llamado derivada direccional de X en la direccion de h. (Jahn, 2020)

Ejemplo.

Sea la funcién R? — R definida como

x2

XY
f,y)={x*+y

0

para todo (x,y) € R2.

2

,Si(x,y) #0

si(x,y)=0

Se observa que f no es continua en (0,0), ahora tomando una direccién h = (hq, h,), luego la

derivada direccional seria

Si h, # 0, se tiene

£((0,0) + A(hy, hy)) — £(0,0)

f'(0,0)(hy, hy) = Ali)nng

A
. f(Ahq, Ahy)
= lim ———=
A—0*t A A—0t
hih, hg

= R Ry

Luego si h, = 0, se tiene

A2h2Ah,

P hF + A2h2

A

f,(0,0)(hl, hZ) = Ali)rg_'_

A

f(hy,0) _

A—0t

Por lo tanto

A
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h?
' —,h, #0
f'(0,0)(hy, hy) =1 h, 2
0, hz =0

Lema 2.44

Sean X un espacio vectorial y f: X — R una funcional convexa. Entonces para x,h € X

arbitrarios la funcion ¢: R* \ {0} — R definida por
1
o) = z(f()? + Ah) — f(f)),para todoA >0

es monotona creciente, es decir, si 0 < s < t implica ¢(s) < ¢(t). (Jahn, 2020)
Demostracion.

Para x, h € X arbitrarios, consideremos la funcién ¢ ya definida. Entonces por la convexidad de f

se obtiene para 0 < s < t arbitrarios
fE+sh) - f@ = f((E+ ) +(1-3)7) - F®

<Sf@E+th) + (1-7) f) - FG)

=2fG+th) + fD -2 f@) — @)

S

= Zf @+ th) =2 f (D) = 2 (F(F + th) = ()

Entonces, tendriamos

f(x +sh)—f(x) < f(x +th) — f(x)
S - t
() o)

F(& +sh) — f(®) < ;(f(f +th) — f(D) =

Por lo tanto

@(s) < o(t)
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Definicion 2.45

Sean (X, || . ||) un espacio normado, E € X un subconjunto abierto novacioy f: E — R una

funcion. Diremos que f es Gateaux diferenciable en x € E si la aplicacion

fon = i[O+ =10

existe paracadah € Xy f'(x)h € E*, se le denominara la derivada de Gateaux de f en x en
direccion de h a f'(x)h (Garcia, 2007).
Observacion.

El valor de f'(x)h nos indica como cambia la funcién f en el punto x cuando nos movemos en
direccion de h. De esta manera, la derivada de Gateaux que hemos mencionado puede entenderse
como una ampliacion de la derivada direccional desde el punto de vista del célculo diferencial en

varias variables.
Ejemplo.
Sea el espacio vectorial M = C([a. b]) con su norma usual y consideremos el funcional : M — R,

definida por

b
Y(@) = f (sen®(x) + y*(x))dx,para todoy € M

Ahora, consideremos una direccidn arbitraria h € M, entonces tenemos

Y +th) —y(©)
t

' Gk = lim
’ h=li 1 b 3 h 2 d b 3 2 d
Y'(y) = gm p L(sen (x)+ (y +th) (x)) x—ja(sen ) +y (x)) x

b
= lim E( f 200 + 2ty (R + £2h2(x) — yZ(x))dx)]
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i b b
= gi’)‘é % (21:L y(x)h(x)dx + tzfa hz(x)dx>]

- b b b
= tl% _ZL y(x)h(x)dx + tfa hz(x)dx] = ZL y(x)h(x)dx

Entonces se concluye que

b
W Oh =2 f yOh(x)dx

Esto implica que la derivada de Gateaux esta presente en todas las direcciones, ademas, se trata

de una aplicacion lineal y continua, por lo tanto, i es Gateaux diferenciable.
Definicion 2.46

Sea (X, || . ) un espacio normado, E € X un subconjunto abierto no vacioy f: E — R una
funcién. Diremos que f es Frechét diferenciable en x € E si existe una aplicacion £: X — R lineal

y continua tal que para todo h € X se cumple: (Jahn, 2020; Garcia, 2007)
fx+h)=fx)+£h) +0(h)
es decir
O(h) =f(x+h)—f(x)—2(h) (2.10)
donde O(-) es una funcion de X a R la cual verificaque 0(0) =0y

0(h)
m —-———— =
lali—o [|A]|

(2.11)
Observacion.

De la igualdad (2.10) y (2.11) nos da como resultado

fet+h)—fO)—¢(h) _

im 0
[Ir]l—0 [|h]|
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Lo que a su vez equivale a decir, para todo € > 0 existe § > 0 tal que
sillhll <6 = [f((x +h) = f(x) = (W] < ellAll
Nota.

A la aplicacién lineal y continua ¢ se le denomina derivada de Frechét de f en x y sera denota

como Df (x).
Ejemplo
Consideremos el espacio vectorial C([a.b]) con su norma usual ||.|, y sea el funcional

u: C([a.b]) — R, definida por

b
ux) = f B(Ox(6)dt

Afirmamos que f es Frechét diferenciable con derivada de Frechét dada por

b
Df(x) = Zf B(®)x(t)h(t)dt,para x,h € C([a.b])

En primer lugar, verificamos Df(x) cumple con los principios de linealidad y continuidad.
Entonces, definimos una funcién

£:C([a.b]) — R

con

b
2(h) = f B(6)x(t)h(t)dt

> Linealidad
Sean h,k € C([a.b])yAER

= Aditividad



b
(h+k)= zf B®)x(t)(h + k)(t)dt
b
= 2] B®)x(t)(h(t) + k(t))dt
b
= Zf (B@®x@®A(E®) + BOx(OK())de
b b
=2 <f B®)x(t)h(t)dt +f ﬁ(t)x(t)k(t)dt)

b b
=2 f BOXORE)AL + 2 f B(OOK(E)dt

= £(h) +€(k)

* Homogeneidad

b
£(Ah) =2 f B()x(t)An(t)dt

a

b
=22 f B(Ox(OR(E)dt = 2£(h)

» Continuidad

como || hl|, = sup |h(t)| para h € C([a.b]), entonces
t€[a,b]

b
32f|ﬁaydohath=

b
WMN=2fﬁ@ﬂ@M@Mt

b b
= 2] IB(®)x(Oh(D)]|dt < 2f 1B 1x(O]. |h(D)]dt <

<2 = 2|l hlly

b
Jnlﬂ(OLIx(Oldt

b
f|mouﬂommmm

b
f|ﬂoutnwu=Muwu
a

M

= 2|l Blly

41
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= [¢(W)| < M| hlly,

Entonces se concluye que Df (x) es continua

Ahora, verificaremos que f sea Frechét diferenciable con Df (x)

ua R —p@ -k [ BOG +RA)de - [ BOxA)dt - 2 [ BOxh()de
lim = lim =
o Al n=0 Al

- [ (BO2(@) + 2B(Ox(OR(E) + BOR () — BEF(E) — 26()x(Dh(E))dt _

h—0 lIAll

o e BOR @ |f:ﬁ(t)h2(t)dt|<l_ [ABOIIR(O)ldt
Tamo (Al amo [l = no ] =

LBkt

< lim
h—0 IRl

b
= lim [ j IB(O)]dt = 0

p(x+h)—p(x)—£(h)
(]

Entonces se concluye que Aimo = 0, por lo tanto f es Frechét diferenciable con la

derivada de Frechét dada por

b
Df(x) = 2f B®)x(t)h(t)dt,parax,h € C([a.b])

Proposicion 2.47

Sean (X, || . ||) un espacio normado, S c X un subconjunto abierto novacioy f: S — R una

funcion. Si f es Frechét diferenciable en x € S, la derivada de Frechét es tinica. (Garcia, 2007)
Demostracion.

Supongamos que ¢, y £, son dos aplicaciones lineales y contindas derivadas Frechét Diferenciable
en x € S, sea h € S(X). Luego se tendra para #;, para todo € > 0 existe § > 0 tal que si, t e Ry

|t] < &, entonces x+th €Sy
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lf (x + th) — f(x) — €,(th)| < ellthl| = elt] ... (1)

De manera similar se tendra para #,, para todo & > 0 existe§ > 0 tal que si, |t| < §, entonces

Xx+th€Sy
|f(x + th) — f(x) — £,(th)| < €l|th]| = €|t] ... (2)
luego, tomando &’ = min{§, §}, para |t| < §', de (1) y (2) se obtiene
|21 (th) — €, (th)| = |€1(th) — (f(x + th) + f(x)) + (f (x + th) — f(x)) — £, (¢th)|
< [4(th) = fx + th) + fOl + |f (x + th) — f(x) — £2(th)]
=fx+th) = f(x) =61 + [f(x + th) — f(x) — £2(th)| < 2¢lt]
Entonces se tendria
|€1(th) — £, (th)| < 2¢]t]
Consecuentemente
|£,(th) — €, (th)| < 2¢,para todo h € X
De lo anterior se obtiene para todo € > 0, haciendo a ¢ tender a 0 se concluye que
[£1(th) — £,(th)] = 0 = |t||£1(h) — £,(h)| =0
= £,(h) = ¢,(h) para todo h € X
por lo tanto #; = £, en X entonces la derivada de Frechét es tnica.
Teorema 2.48

Sean (X, || .||) un espacio normado, S © X un subconjunto abierto no vacio. Si f: S — Res

Frechét diferenciable en x € S, entonces f es continua en x. (Garcia, 2007)
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Demostracion.

Dado que f es Frechét diferenciable en x € S. De la definicion 2.44 existe una aplicacion lineal y

continua Df (x) tal que para todo h € X se tiene

I fx+h)—fx)—-Df(x)(h) _
im =0
h—0 Al

Luego, como S es un subconjunto abierto de X, existira § > 0 tal que si ||| < &, entonces

x+ h€S. Asi,

IAllfCx + h) = f(x) = Df(x)(h)
lIAll

f(x+h)—f(x) = + Df(x)h (2.12)

Como Df(x)h es una aplicacion lineal y continua, entonces
lim DfGr)(h) = DF(x)0 = 0
Por lo tanto, haciendo que h — 0 en (2.12) se tiene
lim e+ h) = f(x) = 0

Evidenciando la continuidad de f en x.

La siguiente proposicion mostrard que la diferenciabilidad de Frechét conlleva a la

diferenciabilidad de Gateaux.
Proposicion 2.49

Sean (X, || .]|) un espacio normado, S € X un subconjunto abierto no vacio. Si f: S — Res
Frechét diferenciable en x € S, entonces f es Gateaux diferenciable en x, ademas las derivadas de

Frechét y Gateaux coinciden (Jahn, 2020; Garcia, 2007).
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Demostracion.

Sea f Frechét diferenciable en x € S, por la Definicion 2.46 sabemos que existe una aplicacion

lineal y continua Df (x) con lo cual fijado h € X\{0}. Se tendra que

i fx +th) = f(x) = Df(x)(th)
1m
t=0 lI¢hll

= 0 para todo h € X\{0}

Esto conlleva a que,

fx +th) = f(x) = Df(x)(th)
1m
t=0 |¢lllAll

= 0 para todo h € X\{0}

= }mf(x *th) - f(:) — Df)(¢h) = 0 para todo h € X\{0}

Como Df(x) es una aplicacion lineal se tiene

lim fGrth) —f) — th(:)(h) =0 paratodoh € X

t—0 t

I fx+th) —fx)
m

lim . —Df(x)(h) =0 paratodoh € X

. flx+th)—f(x)
= lim
t—0 t

=Df(x)(h) paratodoh € X

Entonces, de la Definicion 2.43 se concluye que f es Gateaux diferenciable en x y

f'()h = Df (x)(h).

A continuacion, presentaremos una definicion y una observacion que nos permitiran profundizar
en el concepto de diferenciabilidad de la norma en espacios de Banach. Esta nocién, de gran
relevancia para nuestro estudio, sera fundamental para desarrollar los resultados centrales de esta

investigacion.
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Definicion 2.50

Sea f una funcion de valor real en un subconjunto abierto U de un espacio de Banach X.

Sea x € U. Decimos que f es Gateaux diferenciable en x si existe F € X* tal que

y fx+th) - f(x)
im ,

t—0

= F(x, h),

existe para todo h € X. (Fabian, et al., 2011)

Diremos que f es Frechét diferenciable en x si el limite anterior es uniforme para cada h € S(X),

llamaremos a F la derivada (o diferencial) de Gateaux o Frechét en x y lo denotaremos por
F = f'(x)
Observacion

e Sif esuna funcidon convexa en un subconjunto abierto convexo U de un espacio de Banach

X. Se deduce que para todo x € Uy h € S(X), los limite unilaterales

flx+th) - f(x)

+ — 1

F*(h) tlgg+ n (2.13)
x+th)—f(x
y F~(h) = lim I )~ ) (2.14)
t—0~ t
existen finitamente y también se tiene que

F~(h) = —=F*(=h) y F~(h) < F*(h) (2.15)
e Lafuncién norma || .|| es Gateaux diferenciable siy solo si F*(h) = F~(h) paratodo h € X
e Lafuncion norma || .|| es Frechét diferenciable en x si esta es Gateaux diferenciable en x y

el limite en F (h) existe uniformemente para ||h|| < 1 mientras t — 0%.

El siguiente teorema es fundamental para el desarrollo del teorema de caracterizacion de las

normas Frechét diferenciables.
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Teorema 2.51

La funciéon norma || . || es Frechét diferenciable en x # 0 € X si y solo si (Assadi, 2009)

. |lx + thl| + llx — thll — 2||x]|
lim =0
t—0 t

uniformemente para cada h € S(X).
Demostracion.
=)

Como la norma es Frechét diferenciable en x, entonces existe F € X* tal que

lx + ehll = Ml
lim : = F(h)

t—0
uniformemente para cada h € S(X).
Entonces se tiene que F*(h) = F~(h)

Como;

x +th|| —||x x —th|| —||x x + th|| + ||x — th]| — 2]|x
Il Il = llxIl N I =l _ i I+ I | = 2]lx|l (2.16)
t t t
Luego, tomando limite cuando t — 0" en (2.16) se tiene

ll + thll = llxll . llx—thll=1lxll . llx+¢th][+ [lx —th]l = 2||x]|
+ lim = lim

t—0* t t—0+ t t—0+ t

llx+thll—llxll

De la ecuacion (2.13) se sabe tlir51+ = F*(h), entonces

_lx + thll + llx — th]l — 2||x]|
lim
t—0*t t

— ) — <_ G0l ||x||>

t—0t t

. lx +thll + |lx — th]l — 2]x]|
lim
t—o0t t

= F*(h) = (~F*(=h))
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De la ecuacion (2.15) se tiene —F*(—h) = F~(h), entonces

_lx + thl[ + llx — thll = 2|[x]|
lim

t—o0t t

= F*(h) - F~(h)

Pero como F*(h) = F~(h) entonces se concluye

llx + thll + ||x — th|| — 2{|x]|
m =0

i 2.17

tll>0+ t ( )

Por otro lado, tomando limite cuando t — 0~ en (2.16) se tiene
llx + ¢hll —llxll llx—¢thll = llxll _~llx+ ¢hll + llx — thll — 2]|x]|
+ lim = lim
t—0~ t t—0~ t t—0~ t

De la ecuacion (2.14) se sabe tlirgl_ ”’CLJ'_"’C" = F~(h), entonces

x = (=t)h|l = |lx x + th|| + ||x — th]| — 2]|x

F(h) + lim llx — (ORI = llxll _ lim [ |+ | | — 21|l
t—ot —t t—0~ t
x + th| — |[x x + th|| + |[x — th|| — 2]|x
F(h) — lim I = llxll lim Il I+l | — 2||x]|
t—o0t t—0~ t
De la ecuacion (2.13) se sabe tlilgl+ It ehli-lldl F*(h), entonces
x + th|| + [[x — th]| — 2]|x
F(h) — F*(h) = lim Il I+l Il = 2l|x]|
t—0~ t
Pero como F*(h) = F~(h) entonces se concluye
x + th|| + |[x — th|| — 2]|x
0= lim I I+l : | = 2llx]| (2.18)

Entonces de las igualdades (2.17) y (2.18) se concluye

. Nlx + thll + llx — thll — 2||x]|
lim =0
t—0 t

uniforme para cada h € S(X).
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(=)
Primero probaremos que la norma sea Gateaux diferenciable

Entonces, como la funcion norma es una funciéon convexa podemos utilizar las ecuaciones

(2.13), (2.14) y (2.15)

Si f es una funcién convexa en un subconjunto convexo U de un espacio de Banach X, entonces

para cada x € Uy h € S(X) los limites unilaterales

+ th|| —
F+(h) — tlir{)l_'_ ”x t” ”X”
llx + ¢hll — llx]|

y F~(h) = lim ————,

existen finitamente
Por otra parte, de la hip6tesis sabemos que

x4 ehll + llx — thll = 2]lx]|
i : =0

(2.19)

uniformemente para cada h € S(X)

Ahora sabemos

llx + thll —llxll N llx —thll = llxll _ llx + thll + [lx — thil = 2]|x]]
t t t

Tomando limite cuando t — 0%

llx + thll = (lxll . llx—thll =1l llx+¢thl+ llx —th]l — 2||x]|
lim = lim

t—o* t t—ot t t—0* t
Luego, por (2.19) se obtiene

llx + thll = llxll ~ llx—¢th|l =[xl
+ lim =

t—ot t t—07t t

0
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llx + th]l — ||xI| Nl eI = ]l
= — lim

t—ot t t—o0t t

(2.20)

et — g+ () y F=(h) = —F*(—h),

Por las ecuaciones (2.13) y (2.15) tenemos que tlir51+
entonces de (2.20) se obtiene
F*(h) = —F*(—h)

F*(h) =F(h)

Como F*(h) = F~(h), entonces la norma es Géiteaux diferrenciable y como el limite existe

uniformemente para cada h € S(X) se concluye que la norma es Frechét diferenciable.
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II1I. METODO

3.1 Tipo de Investigacion

El presente trabajo de investigacion, de acuerdo con su objetivo, se clasifica como una
investigacion basica. Se caracteriza por ser de naturaleza no experimental y es de tipo documental.
Se destaca por su enfoque centrado en la recopilacion y anélisis de informacion existente, sin la

implementacion de experimentacion directa.

3.2  Ambito Temporal Espacial

El presente trabajo de investigacion se caracteriza por la ausencia de un &mbito temporal
espacial especifico. Dada su naturaleza teorica, no se han establecido limites temporales ni
espaciales, ya que la recopilacion y anilisis de datos se llevaron a cabo de manera independiente

de tales dimensiones.

3.3 Variables

Es importante sefialar que en este trabajo de investigacion no se han considerado variables
especificas. El enfoque de la investigacion, no requiri6 la inclusion de variables particulares, ya
que el anélisis y la discusion se llevaron a cabo sin la necesidad de incorporar factores variables

en el desarrollo del estudio.

3.4 Poblacion y Muestra
Dada a la naturaleza de la investigacion es principalmente teérica y carece de componentes
experimentales, no resulta necesario establecer una poblacion especifica ni seleccionar una

muestra.
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3.5 Instrumentos

En la presente investigacion, se hara uso de diversas herramientas metodologicas para
asegurar la solidez y rigurosidad de la investigacion. Por lo que se llevaré a cabo una exhaustiva
revision bibliografica de articulos y revistas cientificas referentes al tema, estudiar nos permitira
realizar una exploracion fundamentada y examinar los avances teoricos y metodolégicos. Ademas,
se realizard un meticuloso anélisis de la informacion recolectada a partir de las fuentes
bibliograficas seleccionadas, lo cual serd primordial para identificar modelos y enfoques
significativos relacionados con el tema de investigacion. Para garantizar la validez de los
resultados obtenidos, se aplicard un enfoque légico matematico-riguroso a la argumentacion

teorica y al desarrollo de las demostraciones.

Estos instrumentos trabajaran de manera conjunta para asegurar la calidad y
originalidad del presente trabajo de investigacion, asi como para contribuir al avance del

conocimiento en el tema.

3.6 Procedimiento
. Recoleccidn de la informacion

Se recopilo una cantidad considerable de informacion (articulos, libros, etc.) respecto al tema a

desarrollar.
. Analisis de informacion y literatura absoluta

Se llevo a cabo la revision y analisis de toda la informacion recogida y seleccionada con respecto

al tema a desarrollar (articulos, libros, etc.)

. Desarrollo de los temas
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Se continua a desarrollar el tema, primero se mencionaron algunos conceptos fundamentales

previos, para luego seguir con el avance del proyecto.

. Exposicion de ejemplos y andlisis del teorema principal, objeto de la investigacion.

3.7 Analisis de Datos

Es importante sefialar que esta investigacion no incluye un anélisis de datos en el sentido
convencional, ya que la naturaleza de la investigacion es no experimental, donde el enfoque

principal es el desarrollo y la demostraciéon de un teorema fundamental.

3.8 Consideraciones Eticas

En el desarrollo del presente trabajo, se aborda de manera ética, observando con respeto
la autoria de la informacion y citando las referencias segtin las pautas establecidas en el formato

APA de la séptima edicion.
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IV. RESULTADOS

En este capitulo, aplicaremos los conocimientos adquiridos hasta ahora, enfocandonos
principalmente en las nociones de diferenciabilidad. El objetivo es desarrollar un teorema de
caracterizacion de las normas Fréchet diferenciables en espacios de Banach, complementado con
la presentacion de dos consecuencias derivadas de dicho teorema. Este enfoque nos brindara una
comprensiéon mas profunda de las condiciones especificas que una norma debe satisfacer para que

la funcién norma || . ||, definida en un espacio de Banach, sea considerada Fréchet diferenciable.

4.1 Teorema de caracterizacion de las normas Frechét diferenciable

Sean (X,|.|) un espacio de Banach y x € S(X). Las siguientes proposiciones son

equivalentes:

a) La funcién norma || .|| es Frechét Diferenciable en x.

b) Paratodo (f;);m=1, (gn)me1 € S(X™) si nlgnoo fn(x) =1 ynll_r)r})o gn(x) = 1 entonces
Jim [1fy — gull = 0 en X"
c) Cada (fy)m=1 S S(X™) con nll_r)r})o fn(x) = 1 converge en S(X™*).
Demostracion.
(a) = (b)

Supongamos que la funcién norma (|| .||) es Frechét Diferenciable en x € S(X). Por el Teorema

2.51 se tiene

x4 eyl + lx = eyl = 211x]l
i : B

uniformemente para cada y € S(X). Esto significa que si



O(h) = llx + tyll + llx — tyll = 2[Ix|l
entonces

lim 2
im ——=
Iinli—o ||R]|

0
Luego, para cada € > 0 existe § > 0 tal que
lIx +yll +llx —yll <2+ ellyll
Para cada y € S(X) con ||y]| < §.
Ahora supongamos que (f;)n=1, (Gr)me1 € S(X*) con lim f,(x) =1y lim g,(x) =1
n—oo n—oo

Como lim f,(x) = 1, entonces existe N; € N tal que
n—oo

|fn(x) — 1| < &6,para todon = N,

Analogamente, para lim g,(x) = 1, existe N, € N tal que
n—oo

|gn(x) — 1| < €8, para todon = N,
Luego, si M = max{N;, N,} entonces para cada n > M
lfix) =1l <&d y lgn(x)—1| < &b
Asf,
(fa =90 = () = 9. (¥)
= fn) + fu() = fu(x) + gn () — gu(x) — g (y)
= fu(x+y) + gn(x = y) = fu(x) = gn(x)

< |fax + )+ 1gn(x =Y — fu(x) — gn(x)
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< sup |fn(x + )|+ sup |gn(x - )| — fu(x) — gn(x)
fes(x*) geS(X™)

Ahora, por el Corolario 2.32 tendriamos

(fn—=92)) < sup [fu(x+ )|+ sup |gn(x — )| = fn(x) — gn(x)
fes(x®) gES(X™)

= |lx + yll + llx = yll = fu(x) = gn(x)
< 2+ ellyll = fu(x) = gn(x)
= ellyll + (1 = £,(0)) + (1 = gn(x))
< ellyll + 1/ () = 1] + |gn(x) — 1]
<ed+ed+eb
= 3&d
Por lo tanto, para todo n > M se obtiene

(fn - gn)(}’) < 3&b

Para todo y con ||y|| < . Luego, como

n- Yn oh
If, — gnll = sup |(f, — gn)(R)| = sup ¢ 96)( )l
hes(x) hes(x)

Pero de &h se obtiene que ||6h|| = 6. Entonces

sup I(fn - gn)(6h)| < 3&b
hes(x)

~ sup |(fn_gn)(6h)|s

3¢
hes(x) )

En consecuencia, se obtiene la desigualdad

I, — gnll < 3eparatodon >M
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Por lo tanto, se concluye que lim ||f, — gl = 0en X*
n—oo
(b) = (a)
Vamos a suponer que la funcién norma || . || no sea Frechét diferenciable en x.

Entonces, por el Teorema 2.51 se tiene que

x4 eyll + llx = eyl = 21lx]|
i : *

0

uniformemente para algin y € S(X). Esto significa que si
0(h) = flix + tyll + llx — tyll = Z[|x]|
entonces

0(h)

lim ——#0
lkll—o0 ||h|

Asi, existe € > 0 tal que para todo § > 0 se tiene que
lx +yll +llx = yll > 2+ llyll (4.1)

Para algiin y € S(X) con |ly|| < 6.
Luego, tomando 6 = % > 0, tenemos

lIx +yll +llx —yll > 2+ ellyll
Para algtn y,, con ||y, || < %

Ahora, como x + y,,, x — y, € X son diferentes de cero, haciendo uso del Corolario 2.31, entonces

para cadan € N existen (f,)m=1, (r)ne=1 € S(X*) que satisfacen

Ifall = L con fo(x + yu) = llx + yal
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Y llgnll = 1con gn(x —y) = llx — yll
Por otro lado, sabemos
1
Hx + yull = Ml < Hlx Il + lyn Il = Ixll] = Iyl < -

Entonces como f,,(x + y,) = llx + .|l v x|l € S(X), se tiene

a4y =10 <
Lugo, aplicando limite tenemos que

Jim fi(x+y) =1
Ademaés, sabemos

JACAINNAC)

el = ek Nl

=lfll=1

. 1 4
En consecuencia, como ||y, || < —se tendra

a0 S Iyl <
Lo cual implica que nlgnoo L) =0
Luego, se tiene que
Jim fo(x +yn) = fuO) = lim f,(0) + fu(n) = fuO) = lim f,(x) =1
= lim f,(x) =1

Por otra parte

1
e = yull = lllll < Hlx =y = xll = l=pnll = llynll < —
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Entonces como g,(x —y,,) = |lx — y,|l, se tiene

192G =)~ 11 <
Luego aplicando limite, se tendria

lim g (x —y,) =1
Ademas, sabemos

|gn(}’n)|< |gn ()]
ol — xex x|l

= llgnll=1

En consecuencia, se tendra que

19201 < llall <
Lo cual implica nlgréo InOn) =0
Luego, se tiene
lim gnCe +yn) = gn(m) = im g (x) + gn(¥n) = gn(yn) = lim gn(x) =1
= lim g,(x) =1
Ahora, sabemos

@) <1< Nfll=1 y gn(x) < gn()] < llgnll =1
De donde se obtiene
fa() + gn(x) < 2 (4.2)
Ahora, de la desigualdad (4.1)

I + yall + llx = yll > 2 + ellyy |l
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fa(x +yn) + gn(x —yn) > 2+ €llynll
fa() + fu0m) + gn(x) — gn () > 2 + gyl

(= 90) ) + (fa + gn)(x) > 2 + ellynll
De la desigualdad (4.2) se llega a que (f;, — 9.) Vn) = €llynll

En consecuencia

ellypll < (fa = 90) ) = & < lfn — gall

Lo cual es una contradiccion a la hipétesis que nos dice ||f,, — gl < €, Por lo tanto, se concluye

que la norma es Frechét diferenciable

()= ()

Sea (f )1 S S(X*) tal que nlgnoofn(x) =1conx € S(X)

Por el Corolario 2.31 existe algin f € S(X™) tal que f(x) = ||x|| = 1.

Ahora, para cadan € Nysea g, = f, tendriamos que lim g,(x) = f(x) = 1, pero de la hipotesis
n—00

se tiene
lim [1fy, = gall = 0
= lim lIfy ~ fll = 0 en X’
Por lo tanto, se concluye que (f;,),=, €s convergente a f € S(X*)
()= (b)

Consideremos (fp)n=1, (9)ne1 € SX*) con lim f, (x) =1y lim g, (x) =1
n—oo n—oo

Luego, para cada y € X, definamos las siguientes funciones
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h,(¥) = fn+1(y) para valores impares de n
2

h,(y) = gn(y) para valores pares de n
2

En consecuencia, tenemos
han = gn € S(X7)
Y hon-1 = fn € S(X7)
Luego como hy,, hyp_1 € S(X¥), entonces (h,)pe1 € S(X*), ademas
Jim hon() = lim ga() =1y lim hops() = lim fu(2) =1y
Entonces, se obtiene que nlgnw h,(x)=1
Ahora, de la hipotesis se tiene que existe un h € S(X*) tal que nll_r)réo h,—h=0enX".
Por otro lado
Ifn = gnll = lhzn_1 — honll
= llhzn-1 = h +h = hypll

< llhzn-1 = hll + [lhzn — Al|

—0 —0

Por lo tanto, se concluye lim ||f;, — gnll =0
n—oo

A partir de la aplicaciéon del teorema de caracterizacion de las normas Frechét diferenciables,
procederemos a validar la segunda consecuencia de dicho teorema, considerando el concepto de

espacio localmente uniformemente convexa, segin la Definicién 2.42.
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4.2 Primera consecuencia del teorema de caracterizacion de la norma

Si X* es localmente uniformemente convexo, entonces la funciéon norma || . || es Frechét

diferenciable en X.
Demostracion.

Supongamos que x € S(X) y consideremos una sucesion (f,,)n=; € S(X*) tal que lim f,(x) = 1.
n—oo

Entonces existe algiin funcional f € S(X*) tal que f(X) = 1, ahora sabemos por el corolario 2.31
n+t D)<t fll<2 (4.3)
Pero como nh_IBo frn(x) =1y f(X) = 1 entonces
Jim ( + () = 2 (4.4)
Luego, tomando limite cuando n — oo en (4.3)
lim (u+ NG < Jim llfe + 1l <2 (45)
Remplazando (4.4) en (4.5) se tiene
2< lim lIfy + 1| < 2
Conlo cual se llega a que lim [If, + £l = 2
Pero sabemos de la hipotesis que X* es localmente uniformemente convexo lo cual implica
Tim [Ify + £l = 0
Entonces (f;,),=1 €s convergente en S(X™*).

Luego, por el Teorema se concluye que la funcién norma || . || es Frechét diferenciable.
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La primera consecuencia del teorema de caracterizaciéon de la norma nos muestra que la
convexidad local uniforme del dual de un espacio de Banach es una condicién suficiente para
garantizar la diferenciabilidad de Fréchet de la norma en dicho espacio. Este resultado establece
una conexion profunda entre la geometria del espacio dual y la regularidad de la norma,
proporcionando asi una caracterizacion precisa de la diferenciabilidad de la norma en términos
de propiedades geométricas del espacio dual. La técnica empleada se basa en la representacion de
funcionales lineales y en argumentos de convexidad, y permite obtener una descripcion detallada

del comportamiento local de la norma en puntos donde la derivada de Fréchet existe.

Luego, a partir de la aplicacién del teorema de caracterizacion de las normas Frechét
diferenciable, procederemos a validar la segunda consecuencia derivada de ella, considerando el

concepto de reflexividad.
4.3 Segunda consecuencia del teorema de caracterizacion de la norma

Si la funcién norma || . || de X* es Frechét diferenciable, entonces X es un espacio reflexivo.
Demostracion.

Sabemos por la caracterizacion de espacios reflexivos. Un espacio de Banach es reflexivo si y solo
si todo x* € X* alcanza su norma en la esfera unitaria de X, es decir, dado x* € X* existe x €

S(X)tal que x*(x) = [|x*|l.

Ahora, si f € S(X*) y eligiendo (x,)n=1 € S(X) tal que nlimoo flx,) =1

Luego, por el teorema de caracterizacion de las normas Frechét diferenciable (x,, )=, converge en

S(X), esto es, existe x € S(X) tal que lim x,, = x
n—oo

Por otro lado, sabemos que f € X* por lo tanto es un operador lineal y acotado, entonces
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fO) = f(Jim x) = lim f(r) = 1= If]

Si ahora f € X* con f # 0, entonces ”;—” € S(X™), en consecuencia,

JIx € S(X) tal queﬁ(x) =1

= f) = Ifll

Por lo tanto, se concluye que X es un espacio reflexivo.

La segunda consecuencia del teorema de caracterizacion de la norma, hemos establecido
una nueva caracterizacion de la reflexividad de los espacios de Banach en términos de la
diferenciabilidad de la norma dual. Este resultado, obtenido mediante técnicas de analisis
funcional no lineal, profundiza nuestra comprension de la relacion entre la geometria suave de un
espacio de Banach y su estructura algebraica. Ademé&s, permite explorar nuevas vias de
investigacion en el estudio de la geometria de los espacios de Banach no reflexivos y en la

bisqueda de caracterizaciones similares para otras clases de espacios.
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V. DISCUSION DE RESULTADOS

En relacion con el objetivo central establecido en este estudio, que es enunciar y demostrar
un teorema que caracteriza la diferenciabilidad de la norma en un espacio de Banach, los
resultados revelan que dicho teorema se presenta como una herramienta de gran utilidad en para
entender mejor la diferenciabilidad, pues el teorema brinda una garantia acerca de las condiciones
bajo las cuales se puede afirmar la diferenciabilidad Fréchet de una norma, considerando
conjuntos de sucesiones lineales acotadas. Es importante destacar que también existen otras
formas de determinar cudndo una norma es Fréchet diferenciable y cudndo no; por ejemplo, en
Mufioz (2022), se exploran algunas particularidades de los conjuntos de diferenciabilidad
generados a partir de las normas en los espacios de Banach. Ademas, en este contexto, demostrd
que la medida gaussiana del conjunto de diferenciabilidad Fréchet de la norma en el espacio
£”(R) de secuencias acotadas de niimeros reales es nula. Asimismo, evidencio que, en el caso del
espacio BV [a, b] de funciones de variaciéon acotada, su norma no es Fréchet derivable en ningin

elemento de este espacio.
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VI. CONCLUSIONES

Se llego a demostrar un teorema de caracterizacion de norma diferenciable en un espacio
de Banach con éxito a lo largo de esta investigacion. La formulacion y la demostracion del
Teorema de Smulian, que caracteriza las normas Fréchet diferenciables, no solo cumple
con la meta propuesta, sino que también proporciona una contribucién sustancial al
entendimiento de la diferenciabilidad en estos espacios normados.

Se analizaron las condiciones necesarias para que una funcion sea Frechét diferenciable y
Gateaux diferenciable en un punto x, y en qué condiciones una diferenciablidad implica la
otra. Estos resultados proporcionan una comprension mas profunda de las propiedades
de diferenciabilidad de las funciones en espacios de Banach.

Se investigo diversas propiedades geométricas, particularmente aquellas relacionadas con
la rotundidad en un espacio de Banach. Este analisis result6 crucial para ampliar la
comprension de la diferenciabilidad de Frechét en tales espacios.

La investigaciéon ha demostrado que la diferenciabilidad de la norma en espacios de
Banach no solo esté relacionada con la continuidad diferenciable, sino que también influye
la estructura general de estos espacios. La identificacion de esta relacion ha proporcionado
una vision mas clara de como las propiedades de las normas impactan en la
diferenciabilidad, contribuyendo significativamente a enunciar y demostrar un teorema
de caracterizacion de norma diferenciable.

Se logr6 una comprension e interpretacion mas profunda acerca de las condiciones bajo
las cuales una norma es Frechét diferenciable, mediante el analisis de las consecuencias

del teorema de caracterizacion de las normas Frechét diferenciables.
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VII. RECOMENDACIONES

Se recomienda considerar la exploraciéon de la diferenciabilidad de la norma en espacios de
Banach que posean propiedades adicionales, como los espacios de Fréchet o los espacios de
Hilbert, y estructuras complementarias como los espacios de Banach con producto interno o
estructura métrica. Estas areas de interés no solo profundizarian en la comprensién de la
diferenciabilidad, sino que también podrian proporcionar una base s6lida para investigaciones
futuras. Se sugiere también examinar la inclusion de ejemplos practicos, ya que esto no solo
facilitaria la visualizacion de los resultados, sino que también enriqueceria su aplicabilidad y
relevancia en contextos mas generales de espacios normados. Estas recomendaciones no solo
ofrecen oportunidades para ampliar el alcance de la investigacion actual, sino que también
establecen un camino sugerente para investigaciones futuras en el apasionante campo de la

diferenciabilidad en espacios de Banach y especialmente en el analisis funcional no lineal.
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